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Э. РАЙК

НЕРАВЕНСТВА В ЗАДАЧАХ СТОХАСТИЧЕСКОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

1. Рассмотрим действительную функцию f{x, |), где х является
//.-мерным вектором, а | т-мерным случайным вектором с конечным
математическим ожиданием Е{%}. При минимизации функции f{x, |) на
некотором множестве Q можно сформулировать три типа задач. В за-

л

дачах первого типа требуется найти значение вектора х, на котором
функция f{x,l) является в среднем минимальной,

В задгчах второго типа предполагается, что для любого вектора
£еß {£ : р (|) >o} (р(|) плотность распределения вектора £) най-
дется вектор gQ такой, что |) =min Д*, Ю и требуется

xeQнаити значение

т. е. среднее значение минимизирующей функции. С приведенными выше
формулировками тесно связан и третий тип задач:

Здесь случайный вектор g в функции f{x,£,) заменен его математическим
ожиданием £(£}, после чего задача стала детерминированной. Иногда
такую процедуру называют решением стохастической задачи на уровне
математических ожиданий.

Приведем некоторые простейшие условия существования решения в
названных задачах:

1) множество Q ограничено и замкнуто;
2) функция f{x, |) непрерывна по (х, |) и ограничена для xgQ,

Отметим еще, что можно отказаться от требования ограниченности мно-
жества Q, требуя дополнительно, чтобы \f {х, g)| оо, при ||л:|}оо, для
любого £е=Я. Тем самым можно рассматривать и задачи, где множе-
ство Q совпадает со всем пространством.

Перейдем к рассмотрению связей между задачами. Хотя для приве-
денных выше задач О. Л. Мангасаряном проведено исследование j4 ], нам
полезно (в целях полноты) повторить это раньше, чем перейти к другим

min E{f{x,l)}= E{f{x,l)}, xgQ.
x<=.Q

E{mmf{x,l)}=E{f(x{l),l)},
xeQ

minf(*,£{|}) = /(*(£{g)),£{|}). *(£{£})<= Q.
x<=Q
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задачам, не рассмотренным в [ ] ]. Заметим сначала, что поскольку для
а, Л.

любого вектора I и xgQ f{x, g) minf {х, £), то без всяких дополни-
x<=Q

тельных предположений имеем

Также

где х(£Ч|>) определено формулой (3).
В дальнейшем мы неоднократно используем неравенство Йенсена,

которое в работе [ 2 ] приведено в виде следующего утверждения:
Теорема 1. Пусть f{l) есть выпуклая действительная функция,

определенная на непустом выпуклом множестве Q m-мерного векторного
пространства, и пусть £ есть m-мерный случайный вектор с конечным
математическим ожиданием Е{ £}, для которого вероятность P(HeQ) =l.

Тогда

Неравенство (6) превращается в равенство, если /(£) линейна. При-
ведем оценки и отношения между задачами (1), (2) и (3) при выпол-
нении различных условий.

Лемма 1. Если функция f{x,l) выпукла по вектору I для любого
X , то

Лемма 2. Если функция f(x,h,) выпукла по вектору х для любого
I, то

Лемма 3. Если множество Q выпукло, то

Лемма 4. Если функция f{x,l) выпукла по совокупности векторов
(х, |), то дополнительно к неравенствам (6) и (7)

Доказательство лемм 1,2, 3 и 4. Из неравенства Йенсена для
выпуклых функций непосредственно следуют неравенства (8), (10) и
левое неравенство (7). Поскольку Зс(£) gQ, то для выпуклого множе-
ства Q по теореме 1 £{x(|)}eQ. Очевидно, значение функции в точке
минимума на множестве Q меньше или равно значению функции в лю-
бой другой точке множества Q, и поэтому имеет место неравенство (9)
и правое неравенство (7).

Заметим, что из выпуклости функции f(x,l) по совокупности векто-
ров (х, I) следует выпуклость по х и I, но обратное утверждение не-
верно.

min E{f {x, l) } == E{f (x, g)} E{min f {x, l) },
x^Q

х е Q.

E{f(x (E{|}), I)}> min £{/ (X. |)} =£{f lx, |) >,

x<=Q

E{l)eeQ и f(£{|})< £{/(£)}.

min E{f (X, I)} = E {f(x, (x. E{l))^
xeQ

min f{x,E{h}) = f(x{E{l}),E{h}).
xeQ

£{f(x(|), £{|})}>f(£{*(|)),.E{|».

/(£{7(|)},Я®) >Ч*(£{|}),£{|}).

Е {min f {X, f(E {х(l)}, ЕЦУ).
jceQ
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Если выполнены все условия, приведенные в леммах, то имеет место
Теорема 2. Если функция /(х, £) выпукла по совокупности векто-

ров (х, g) и множество Q выпукло, то

Доказательство. Здесь два левых неравенства повторяют не-
равенства (4) и (5). Правое неравенство верно по лемме 3, а второе
неравенство справа по лемме 4.

Замечание 1. Левое неравенство (7) и неравенства (8), (10)
превращаются в равенства, если функция f(x, |) линейна по соответ-
ствующим аргументам. Для неравенства (7) требуется линейность по
вектору для неравенства (8) —по вектору х и для неравенства (10)
по совокупности векторов (х, |), Правое неравенство (7) и неравенство
(9) превращаются в равенства, если x(g) не зависит от £, в частности,
если функция имеет вид f(x, |)=/г(х) +ф(|).

2. Переходим к рассмотрению задач минимизации, где допустимое
множество задается функцией, зависящей от случайного вектора g.

Сформулируем следующие задачи;

Для обеспечения существования решений указанных задач можно,
например, требовать непрерывности функций fix) и g(x, |) по вектору
х для любого вектора |, а также требовать, чтобы функция (g(x, |) | ->■ °о

при ||х|) —>■ оо для любого g и чтобы E{g{x, £)} была непрерывной функ-
цией. Исследуем отношения между решениями сформулированных
задач.

Лемма 5. Если функция g{x,%) выпукла по | для любого х, то

где f(x(|)) = min f{x), Q={x : g(x, £{£}) o}.
e(x. IX9

Доказательство. По неравенству Йенсена E{g{x,
g(x,£{g}), а следовательно Q c= Q.
Лемма 6. Пусть функция f{x) выпукла и g{x, g) выпукла по сово-

купности векторов (х, £). Тогда

E{f(x{E{l}),l)} min E{f{x,l)} £{minf (x, |)}

xeQ

f{E{x{l)},E{l})^minf{x,E{lJ)=f{x{E{l}),E{l}).
.veQ

£{f(*(l))}=f. ?(*(?))= min f(x), g(x(|),|)<o;
«(».EKO

min f{x), Q = {x:E{g{x,l)} 0};
x(=Q
min f{x), Q = {x:g{x,E{l}) o}.
x^Q

min f{x) X min f (x),
jceQ xeQ

E{f{x{l))} min f(x),
x(=Q

где f{x(l))— min f{x), Q={х : g{x, ЕЦ})
g(x. IKo
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Доказательство. По определению имеем, что g(x(|),l;)
0 для любого |, но тогда иEg (х(£), £) 0и по неравенству Йенсена

g{E{x{l)}, ЕЦ}) 0, т. е. E{x{l)}e=~Q.
В силу выпуклости функции а поэтому и

Лемма 7. Пусть функция f{x) выпукла и функция g{x, £) имеет
вид =h{x) -f-(p(g), где h{x) выпуклая функция. Тогда

Доказательство. По неравенству Йенсена имеем E{f(x{t))} =

f (Е(х{l) }). Докажем еще, что в данных условиях Из
выпуклости функции h{x) имеем

где h'x (£и(|)}) опорный к выпуклой функции h{x) вектор, а (а,Ь )
означает скалярное произведение векторов а и Ь.

Беря математическое ожидание с обеих сторон неравенства (19),
получаем E{g{x{l),l)} но поскольку для любого £

g(x(£),|) то g{E{x{l)},l) 0. Это и означает, что
а тем самым и

Лемма 8. Пусть функция f (х) выпукла и функция g ( х, |) имеет
ead g {х, |) г== h (*) +ф(|), где h{x) м — выпуклые функции. Тогда

Доказательство. Верность утверждения следует из лемм 6 и 7.
Рассмотрим теперь задачи, где ограничение задается в виде равен-

ства, и сформулируем задачи:

E{f{x{l))}^minJ{x).
zeQ

x(=Q

f{x{l))= min f{x), g(*(Š),i)s^o, Q = {x:£{g(;c, g)} <o}.
g{x, IXO

g{4l). I) 3= g(£{i(l)}. I) +(£ (£{* (I)}. 5), *(l)-£{*«)}) =

= «(£{*(!)}. l) +(Ai(£{jE(l)}).*«)-£{^(E)}),

jceQ

xeQ *<=Q
/(*(£))= min fix), gS(£),IX °.

g(x, sxo
Q = {*:£{£(*,!)> s£o}, Q ={x:g{x, £{|})< 0}

E{f{x{l))}, где f{x{l))= min f(x);
£{*.!)=о

minf(Jc), Q ={x:E{g{x,l)} = o}\
x^Q

min / (x) , Q= {x:g[x, E{g}) = o}.
x<=Q
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Проведя аналогичные рассуждения получаем, что если функция
g{x, |) линейна по I, то

Для выпуклой функции f{x ) и линейной функции
g (х, |) по совокупности векторов (х, £) имеем

Наконец, если функция /(х) выпукла и функция g(x,£)
име е т вид g(х, £) = (а, х) -j- gi (|), где а заданный вектор,
т о

3. По приведенной схеме можно проделать анализ и для более об-
щего класса задач, где встречаются два независимых случайных вектора
£, т) с конечными математическими ожиданиями. При этом оставим в
стороне вопросы существования решений в приведенных ниже задачах.
Легко убедиться, что эти условия не настолько ограничительны, чтобы
задачи потеряли смысл.

Итак, сформулируем следующие задачи:

Приведем требования, которые в различных комбинациях будем на-
лагать на функции /(х, |) и g(x, т)):

1) функция f(x, £) выпукла по £ для любого х,
2) „ g(*,Ti) „ ц „ х,
3)

„ f{x,l) „ х „ I,
4)

» §(х, т|) >, х „ т),
5) „ /(х, £) выпукла по совокупности (х, £),

6) „ g(x, г]) выпукла по совокупности (х, rj),
7) функция g(x, г)) *=h{x) +ф(г|) и /г(х) выпукла.

min f (x) = min f (*),
ieQ xeQ

Q ={x:E{g{x,l)}= 0} и Q ={x :g{x, £{£}) =o}

£{/(*(£))} /(£{*(£)}) min/(x)= min/(x).
xeQ

£{f{x{l))} /(£{*(!)}) min f{x).

= ц)Л)= min f (*,£);
g(x, лК°

£n { min Eif{x,l)] a 2-,
Я(ж,г)Кр

£4 {f(*(4).£s{l})}=a>. /(*(т,).£бШ)= rnin /,(*,£{«»;
g(3C,T]XO

£s{f(*(l).š)}= a 4, f{x{l),l)= min
£rite(*.Ti)><;0

I)} = fls, f{x{l),l)= min f(-«, E);
л {гl>)^o

min Et{f{x, g)}= n 6;
£

T]te( ;c
>

Ti)}^o

min f{x,Ei{l}) = ar,
£

4;te(*.T|)}<o
min Ei{f{x,l))—a6 -,

g{x,
min f{x, Ег {l}) a 9.
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Отметим, что в задачах (27) (35) аналогично неравенству (5) вы-
полняются неравенства: а2 аи а6 а4 иas аs. В результате даль-
нейших исследований получена приведенная ниже таблица, которую
следует читать следующим образом: если выполнены свойства соответ-
ствующих номеров, указанные крестиками в k-й строке, то выполнены
неравенства, приведенные в k-и строке правого столбца. Неравенства
первой строки выполнены без всяких дополнительных предположений.

Более наглядно эти отношения можно представить на графе (см.
рисунок), где связанные неравенствами числа а 7 соединены стрелкой,
а номера на стрелке указывают, что при выполнении условий, стоящих
под этими номерами, имеет место
неравенство между соединенными
стрелкой числами. Например, а6 и
а2 соединены стрелкой с номера-
ми 3, 7. Это означает, что а2 аs,
если выполнены условия 3 и 7.
Номер «О» указывает, что нера-
венство выполняется без всяких
дополнительных условий.

При использовании графа на-
до обратить внимание на то, что
выполнение условия 5 ведет за
собой выполнение условий 1 и 3.
из выполнения условия 6 следует
выполнение свойств 2 и 4, а также из условия 7 следует выполнение
условия 4.

Хотя до сих пор рассмотрены задачи с одним ограничением, боль-
шинство приведенных результатов обобщается на задачи минимизации
с несколькими ограничениями

так как их можно заменить одним эквивалентным ограничением

и

Притом из выпуклости функций gi{x, с) (£•= 1,2, ... ,р) по отдельным
компонентам или в совокупности следует выпуклость функции £)
но соответствующим компонентам или в совокупности.

min fix) i —1, 2, ..., p ,
£i(*. |)<o

f(*> £)= Š)U, где Ki > О
i= l

[Ы*. s)]+= max {O, gi(x, g)}.
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Для стохастических задач линейного программирования аналогичные
исследования проведены А. Маданским [3 ], а для двухэтапной задачи
стохастического программирования О. Л. Мангасаряном и Дж. Б. Розе-
ном [ 4 ].

В заключение автор благодарит И. Петерсена за обсуждение резуль-
татов и ценные замечания.
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£. RAIК
VÕRRATUSED STOHHASTILISE PLANEERIMISE ÜLESANNETES

Vaadeldakse mittelineaarse stohhastilise planeerimise ülesandeid, kus kas minimi-
seeritav funktsioon või kitsendusfunktsioon sõltub juhuslikust vektorist. Täiendavate
«kumeruse tüüpi» eeldustel tõestatakse võrratused erinevates formuleeringutes saada-
vate sihifunktsiooni minimaalsete väärtuste vahel.

E. RAIK
INEQUALITIES IN STOCHASTIC PROGRAMMING PROBLEMS

The different formulations of the nonlinear programming problems with the
stochastic minimizing function and with the stochastic constraints are discussed. In
the paper, inequalities between minimal values of the objective functions in case of
different formulations are proved.
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	Fig. 1. Temperature dependences of the efficiency of various processes of colour centre production in KCI crystals: a the 2nd stage for F-centres (1 pure, 2 Pb-doped); b the 3rd (linear) stage for F-centres (1 pure, 2 Ag-doped); c В-centres in Ag-doped crystal. 1 the number of centres produced by complete optical bleaching of F- and E-centres in sample preliminarily x-rayed for 90 min at RT, 2 the 3rd stage of radiative production; d the number of U-centres produced per optically bleached F-centre in H-doped sample preliminarily x-rayed for 30 min at RT; e the Ist stage for F-centres (1 pure, 2 H-doped): f the number of В-centres destroyed by x-rays during 15 min in KCI (Ca, Ag) crystal preliminarily x-rayed for 30 min at RT and optically bleached in F- and E-bands.
	Fig. 2. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of holes in KCI crystals: a paramagnetic absorption of VK-centres during the heating of samples (1 pure, 2 Ag-doped, 3 Tl-doped) x-rayed at LNT П; b paramagnetic absorption of Ag++-centres (/) and Clßr -centres (2) during the heating of Ag-doped samples x-rayed at LNT f 221; c optical absorption of VK-centres during the heating of Pb-doped sample x-rayed at LNT PB]; d thermoluminescence during the heating of Ag-doped f2ol (/), Pb-doped [,B] (2) and Tl-doped f2lj (5) samples x-rayed at LNT; e see Fig. 1, a; f see Fig. 1, b, 1. The vertical line indicates the hole delocalization temperature.
	Fig. 3. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of anion vacancies in KCI crystals: a thermal decay of а-centres produced by optical bleaching of F-centres in x-rayed samples (/ pure, 2 Li-doped, 3 Sr-doped) [27]; b production of M-centres during the heating of samples x-rayed at LNT [251; c production of FA-centres by optical bleaching of F-centres in additively coloured Na-doped sample [26]; d see Fig. 1, c; e see Fig. 1, d. The vertical line indicates the anion vacancy delocalization temperature.
	ЭКСИТОНЫ В РЬС12 и РЬВг,
	Рис. 1. 1 спектры поглощения.; 2 ■— ст; а для РЬР2 [l6]; б для РЬСЬ (толщина слоя d = 350 А); в для Pbßr2 (d = 550 А).
	Рис. 2. Спектр отражения монокристалла РЬС12. Коэффициент отражения дан в относительных единицах, соответствующих интенсивности света, отраженного от неплоской свежесколотой поверхности под углом 45°.
	Рис. 3. Схема энергетических уровней. а для электрона свободных ионов (атомов) хлора и свинца; б для электрона в кристаллической решетке (приближенно учтена энергия Маделунга, а также «сжатие» возбужденных уровней РЬ~ +); в расщепление уровня 3Pi иона свинца в кристаллическом поле с симметрией D2h.
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	ВОЗБУЖДЕННОЕ ПОГЛОЩЕНИЕ И ЭПР МОНОКРИСТАЛЛОВ ZnS*
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	Рис. 2.а кривые неизотермической релаксации ЭПР Сг+ и Fe3+ в ZnS; б кривая термостимулированной люминесценции ZnS.
	Рис. 3. Спектр ЭПР монокристалла ZnS при 77° К.
	ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРОВ ЯМР ВЫСОКОГО РАЗРЕШЕНИЯ ИМПУЛЬСНЫМ МЕТОДОМ РАЗДЕЛЕНИЯ ВО ВРЕМЕНИ
	Рис. 1. Теоретические формы сигнала при а = 0,1 и 6 = 0,8 для различных значений Я,; а сигнал дисперсии, б сигнал поглощения.
	Рис. 2. Зависимость приведенной ширины сигнала поглощения на полувысоте РВ (Дсо)у2 /(Äto)1/s (где (Aco)i/г = 2/Т2 естественная ширина линии) от относительной частоты повторения импульсов РВ сот/(Дсо)1/2 = лД. Параметрами являются величины а и Ь, относительно которых выражение для сигнала инвариантно.
	Рис. 3. Зависимость оптимальных параметров режима работы спектрометра (b/а) опт и Яопт и максимального шумового отношения (C/ZZ/) макс от toJT2 при постоянной амплитуде импульсов ВЧ поля (насыщение не учитывается). За единицу принято теоретическое шумовое отношение в стационарных методах при такой же амплитуде ВЧ поля.
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	Рис. 1. Одна из Л' ячеек с потенциальной ямой, симметричной относительно центра ячейки. а потенциальный ящик, б параболическая потенциальная яма.
	Рис. 2. Энергетический спектр одномерного вращения в поле двух потенциальных ям (потенциальных ящиков) в зависимости от глубины ямы. / потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 3. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ям в зависимости от глубины ямы. Сплошные кривые соответствуют потенциальным ящикам, штрихованные кривые параболическим потенциальным ямам. 1 потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 4. Энергетические спектры одномерного вращения в поле N = 2,3, 4и 6 потенциальных ящиков глубиной V= 4е и спектр свободного вращения. В целях сравнения за нуль последнего считается средняя потенциальная энергия V/2.
	Рис. 5. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ящиков глубиной V==4е в зависимости от ширины ямы хO.
	Fig. 1. Temperature dependences of the efficiency of various processes of colour centre production in KCI crystals: a the 2nd stage for F-centres (1 pure, 2 Pb-doped); b the 3rd (linear) stage for F-centres (1 pure, 2 Ag-doped); c В-centres in Ag-doped crystal. 1 the number of centres produced by complete optical bleaching of F- and E-centres in sample preliminarily x-rayed for 90 min at RT, 2 the 3rd stage of radiative production; d the number of U-centres produced per optically bleached F-centre in H-doped sample preliminarily x-rayed for 30 min at RT; e the Ist stage for F-centres (1 pure, 2 H-doped): f the number of В-centres destroyed by x-rays during 15 min in KCI (Ca, Ag) crystal preliminarily x-rayed for 30 min at RT and optically bleached in F- and E-bands.
	Fig. 2. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of holes in KCI crystals: a paramagnetic absorption of VK-centres during the heating of samples (1 pure, 2 Ag-doped, 3 Tl-doped) x-rayed at LNT П; b paramagnetic absorption of Ag++-centres (/) and Clßr -centres (2) during the heating of Ag-doped samples x-rayed at LNT f 221; c optical absorption of VK-centres during the heating of Pb-doped sample x-rayed at LNT PB]; d thermoluminescence during the heating of Ag-doped f2ol (/), Pb-doped [,B] (2) and Tl-doped f2lj (5) samples x-rayed at LNT; e see Fig. 1, a; f see Fig. 1, b, 1. The vertical line indicates the hole delocalization temperature.
	Fig. 3. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of anion vacancies in KCI crystals: a thermal decay of а-centres produced by optical bleaching of F-centres in x-rayed samples (/ pure, 2 Li-doped, 3 Sr-doped) [27]; b production of M-centres during the heating of samples x-rayed at LNT [251; c production of FA-centres by optical bleaching of F-centres in additively coloured Na-doped sample [26]; d see Fig. 1, c; e see Fig. 1, d. The vertical line indicates the anion vacancy delocalization temperature.
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	Рис. 2. Спектр отражения монокристалла РЬС12. Коэффициент отражения дан в относительных единицах, соответствующих интенсивности света, отраженного от неплоской свежесколотой поверхности под углом 45°.
	Рис. 3. Схема энергетических уровней. а для электрона свободных ионов (атомов) хлора и свинца; б для электрона в кристаллической решетке (приближенно учтена энергия Маделунга, а также «сжатие» возбужденных уровней РЬ~ +); в расщепление уровня 3Pi иона свинца в кристаллическом поле с симметрией D2h.
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	Рис. 2. Зависимость приведенной ширины сигнала поглощения на полувысоте РВ (Дсо)у2 /(Äto)1/s (где (Aco)i/г = 2/Т2 естественная ширина линии) от относительной частоты повторения импульсов РВ сот/(Дсо)1/2 = лД. Параметрами являются величины а и Ь, относительно которых выражение для сигнала инвариантно.
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