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т. виик
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА В СФЕРИЧЕСКИ-

СИММЕТРИЧНОМ СЛУЧАЕ

1. Диффузия фотонов характеризуется уравнением переноса излу-
чения, которое в общем случае является интегрально-дифференциаль-
ным уравнением. Для решения этого уравнения разработано много при-
ближенных методов, но точное решение пока найдено лишь для случая
серого плоско-параллельного слоя или полупространства. В настоящей
статье мы рассмотрим два приближенных метода для решения уравне-
ния переноса в сферическом случае. Напишем уравнение переноса в виде

где

a kp и ор планковские средние коэффициенты поглощения и рассея-
ния. Остальные обозначения общеприняты. Отметим, что для упрощения
записи у монохроматических величин опущен индекс «V». Пусть теперц

где

Подставляя функции Лежандра /Д(р) в формулу (1.3) и интегри-
руя, мы можем найти Д(т) в явном виде;

где /, Н и К первые три эддингтоновских момента интенсивности. Со-
ответственно, ряд (1.2) примет вид

Подставляя теперь формулу (1.2) в производную от / по р в формуле
(1.1), получим
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где индикатриса (ненормированная)

Таким образом, нам удалось привести уравнение переноса в сфери-
ческом случае к виду, совпадающему с уравнением переноса в плоско-
параллельном случае с анизотропным рассеянием.

Покажем теперь, что из уравнения (1.6) следуют правильные урав-
нения для моментов /, Н иД. Интегрируем (1.6) по р от —1 до 1. В ре-
зультате получим

Последний член правой части уравнения может быть упрощен интегри-
рованием по частям, после чего он принимает вид

Рассмотрим теперь интеграл

Если / k = 2m-\-\, где т = 0,1,2, ... , то интеграл (1.10) равен
нулю, так как Р 2т является четной функцией. Если же I -\- k 2т, то

Но из ['] найдем, что

Из формулы (1.12) следует, что если k —2, то интеграл равняется
нулю, так как Г(«)==оо, если п— О, —l, —2, ... Таким образом,

Поэтому из (1.9) следует, что

и уравнение (1.8) принимает требуемую форму
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Умножая уравнение (1.6) на р и проинтегрируя, аналогичным путем
получим, что

и наконец уравнение примет вид

Следует отметить, что приближение приведенного типа, т. е. замена про-
изводной от интенсивности по |i степенными рядами по ц, было исполь-
зовано нами в работе [2 ].

В практических приложениях придется ограничиваться конечным чис-
лом членов в индикатрисе (1.7). Интересно отметить, что первое прибли-
жение индикатрисы (&=1)

дает уравнения для моментов Н и К в приближении Эддингтона
К —}, а второе приближение {k =2)

О

дает уже точные уравнения. Тем самым оказывается, что в слабо сфери-
ческих атмосферах можно использовать методику решения уравнения
переноса, разработанную для плоско-параллельных атмосфер с анизо-
тропным рассеянием.

С другой стороны, уравнение переноса при учете индикатрисы р 2
имеет вид

Но так как эддингтоновские моменты М п удовлетворяют уравнению [ 3 ]

где 5 (t) функция источника, то для определения моментов /, Н и К
получим систему из трех линейных интегральных уравнений:
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где

a

Таким образом, решение интегрально-дифференциального уравнения(1.16) заменено решением системы из трех линейных интегральных
уравнений (1.17) —(1.20).

Как видно из уравнения (1.16), приведенный метод аппроксимации
уравнения переноса годен в оптически довольно глубоких слоях, где
каждый из членов /, Я, 3/С / меньше предыдущего. Тогда можно ожи-
дать быструю сходимость функции источника. С другой стороны, каж-
дый член той части функции источника, которая обусловлена производ-
ной от интенсивности по р, содержит член f. Таким образом, и в слабо
сферических системах, где f малая, наш метод применим.

2. Рассмотрим теперь несколько иной путь решения уравнения пере-
носа в случае сферически-симметричной атмосферы, предложенный
Г. Кузмкным *, Известно [ 4 ], что в сферическом случае интенсивность
излучения принимает вид б-функции Дирака при Это соответ-
ствует полностью радиальному полю излучения и все эддингтоновские

Частное сообщение Г. Кузмина.

3 ENSV ТА Toimetised F * М-3 1970

оо г оо

Я(т) =—f ~В (t)E 2 dr] fli 0 {t)Ezdx\ -fY f “-f
T 0 X

X oo

j f ,+

° '

(1.19)
X OO

4

+т/ ~[зк(o-/(г)](£з-£5)Л|-|- / |+,

o tr

3 f f
0

oo oo

О 0

OO

— /. ~[ЗА'(i)—l (01 (£ 4
*
-El) <lц -

0

oo

0
dr\ = rj'v dt,

Л V k p jrop y Еп Еп (l]v (0 %(т ))

Ё п =Еп (t] v (t) T]v (0 )
>

£*
n
= E n (|t]v(0 — TJv (t)

1 2

E n {z)= j e i* \in
- 2 d\i.

о



290 Т. Вийк

моменты равны между собой. С другой стороны, при т->оо излучение
становится изотропным и из определений эддингтоновских моментов
следует, что

Учитывая такой ход интенсивности с оптической глубиной, Г. Кузмин
предложил выразить угловую зависимость интенсивности при помощи
определенной «индикатрисы», например: эллиптической с эксцентриси-
тетом, меняющимся от 0, при т->оо, до 1, при т-*-0. Ясно, что таким
требованиям удовлетворяет интенсивность излучения в виде **

где е эксцентриситет, А постоянная нормирования, причем

Таким образом, эддингтоновские моменты принимают вид:

Легко установить, что Н и К действительно удовлетворяют приведенным
выше граничным условиям. Принимая теперь в учет выражения (2.3)
и (2.4), из уравнений (1.7) и (1.8) мы получим

где

Граничные условия для уравнений (2.5) и (2.6) имеют вид

или

где H0 поток на определенном расстоянии Ro от центра звезды.
Может оказаться, что в некоторых случаях мы получим достаточную

точность решения, предполагая слабую зависимость эксцентриситета е

от оптической глубины т. Тогда у= 0 и е определяется итерационным
способом из трансцендентного уравнения

Таким образом, можно ожидать, что при использовании этого мето-
да не возникает особых трудностей даже в случае самых внешних слоев
атмосферы.

Частное сообщение А. Сапара.
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Т. VIIK
OLEKANDEVÕRRANDI LAHENDAMISEST SFÄÄRILISEL JUHUL

Kiirguse ülekande võrrandit on nõrgalt sfäärilise keskkonna puhul võimalik
taandada anisotroopse hajumisega tasaparalleelse keskkonna jaoks koostatud ülekande-
võrrandiks. Ligikaudse integro-diferentsiaalvõrrandi lahendamine asendatakse kolmest
lineaarsest integraalvõrrandist koosneva süsteemi lahendamisega. Artikli teises osas
esitatakse kiirguse ülekande võrrandi lahendamiseks uus meetod, kus intensiivsuse
sõltuvus nurgast lühendatakse elliptilise «indikatrissiga», mille ekstsentrisus optilise
sügavuse lõpmatusest nullini muutudes muutub nullist üheni.

T. VIIK
ON SOLVING THE SPHERICAL TRANSFER EQUATION

In this paper it is shown that the transfer equation in a weakly spherical
case can be reduced to a planar case with anisotropic scattering. The phase function
has a form of an infinite series, but by taking only two first terms, one can
obtain correct equations for Eddington moments /, H and K. Using this truncated
phase function, a system of three linear integral equations for /, H and К is
obtained.

In the second part of the paper, a new method for solving the transfer equation
is proposed. The basic element of this approach is approximating the angular
distribution of the specific intensity by means of function (2. 1), i. e. one assumes
that the specific intensity depends on the angle elliptically with the eccentricity
changing from zero in t->oo to one in x->-0. This approximation allows one to
find two coupled first-order differential equations for the mean intensity and eccentri-
city. The boundary conditions are well defined both for t->0 and т-voo.
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	Рис. 1. Одна из Л' ячеек с потенциальной ямой, симметричной относительно центра ячейки. а потенциальный ящик, б параболическая потенциальная яма.
	Рис. 2. Энергетический спектр одномерного вращения в поле двух потенциальных ям (потенциальных ящиков) в зависимости от глубины ямы. / потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 3. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ям в зависимости от глубины ямы. Сплошные кривые соответствуют потенциальным ящикам, штрихованные кривые параболическим потенциальным ямам. 1 потолок барьера, 2 дно ямы.
	Рис. 4. Энергетические спектры одномерного вращения в поле N = 2,3, 4и 6 потенциальных ящиков глубиной V= 4е и спектр свободного вращения. В целях сравнения за нуль последнего считается средняя потенциальная энергия V/2.
	Рис. 5. Энергетический спектр одномерного вращения в поле четырех потенциальных ящиков глубиной V==4е в зависимости от ширины ямы хO.
	Fig. 1. Temperature dependences of the efficiency of various processes of colour centre production in KCI crystals: a the 2nd stage for F-centres (1 pure, 2 Pb-doped); b the 3rd (linear) stage for F-centres (1 pure, 2 Ag-doped); c В-centres in Ag-doped crystal. 1 the number of centres produced by complete optical bleaching of F- and E-centres in sample preliminarily x-rayed for 90 min at RT, 2 the 3rd stage of radiative production; d the number of U-centres produced per optically bleached F-centre in H-doped sample preliminarily x-rayed for 30 min at RT; e the Ist stage for F-centres (1 pure, 2 H-doped): f the number of В-centres destroyed by x-rays during 15 min in KCI (Ca, Ag) crystal preliminarily x-rayed for 30 min at RT and optically bleached in F- and E-bands.
	Fig. 2. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of holes in KCI crystals: a paramagnetic absorption of VK-centres during the heating of samples (1 pure, 2 Ag-doped, 3 Tl-doped) x-rayed at LNT П; b paramagnetic absorption of Ag++-centres (/) and Clßr -centres (2) during the heating of Ag-doped samples x-rayed at LNT f 221; c optical absorption of VK-centres during the heating of Pb-doped sample x-rayed at LNT PB]; d thermoluminescence during the heating of Ag-doped f2ol (/), Pb-doped [,B] (2) and Tl-doped f2lj (5) samples x-rayed at LNT; e see Fig. 1, a; f see Fig. 1, b, 1. The vertical line indicates the hole delocalization temperature.
	Fig. 3. Temperature dependences of the efficiency of various processes connected with the migration of anion vacancies in KCI crystals: a thermal decay of а-centres produced by optical bleaching of F-centres in x-rayed samples (/ pure, 2 Li-doped, 3 Sr-doped) [27]; b production of M-centres during the heating of samples x-rayed at LNT [251; c production of FA-centres by optical bleaching of F-centres in additively coloured Na-doped sample [26]; d see Fig. 1, c; e see Fig. 1, d. The vertical line indicates the anion vacancy delocalization temperature.
	Рис. 1. 1 спектры поглощения.; 2 ■— ст; а для РЬР2 [l6]; б для РЬСЬ (толщина слоя d = 350 А); в для Pbßr2 (d = 550 А).
	Рис. 2. Спектр отражения монокристалла РЬС12. Коэффициент отражения дан в относительных единицах, соответствующих интенсивности света, отраженного от неплоской свежесколотой поверхности под углом 45°.
	Рис. 3. Схема энергетических уровней. а для электрона свободных ионов (атомов) хлора и свинца; б для электрона в кристаллической решетке (приближенно учтена энергия Маделунга, а также «сжатие» возбужденных уровней РЬ~ +); в расщепление уровня 3Pi иона свинца в кристаллическом поле с симметрией D2h.
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	Рис. 2.а кривые неизотермической релаксации ЭПР Сг+ и Fe3+ в ZnS; б кривая термостимулированной люминесценции ZnS.
	Рис. 3. Спектр ЭПР монокристалла ZnS при 77° К.
	Рис. 1. Теоретические формы сигнала при а = 0,1 и 6 = 0,8 для различных значений Я,; а сигнал дисперсии, б сигнал поглощения.
	Рис. 2. Зависимость приведенной ширины сигнала поглощения на полувысоте РВ (Дсо)у2 /(Äto)1/s (где (Aco)i/г = 2/Т2 естественная ширина линии) от относительной частоты повторения импульсов РВ сот/(Дсо)1/2 = лД. Параметрами являются величины а и Ь, относительно которых выражение для сигнала инвариантно.
	Рис. 3. Зависимость оптимальных параметров режима работы спектрометра (b/а) опт и Яопт и максимального шумового отношения (C/ZZ/) макс от toJT2 при постоянной амплитуде импульсов ВЧ поля (насыщение не учитывается). За единицу принято теоретическое шумовое отношение в стационарных методах при такой же амплитуде ВЧ поля.
	Рис. 1. Схема к вычислению величины прогиба и угла наклона земной коры в случае неравномерной нагрузки.
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