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О. ВААРМАНН

О ПРИМЕНЕНИИ ОБОБЩЕННЫХ ОБРАТНЫХ ОПЕРАТОРОВ
И ИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ

В работах [Т 2 ] рассматривались некоторые итерационные процессы для решения
операторного уравнения F (х) = 0 в банаховом пространстве в предположении, что
существует обратный оператор [-Р(х)] _3 .

Здесь будет рассмотрено распространение такого рода методов на случай, гце
производная F / {x) может не иметь обратного оператора, а также будут приведены
условия сходимости построенных итерационных процессов к стационарной точке функ-
ционала ф(х) = ||Е(х)|| 2

, где F {х) некоторый (в общем нелинейный) оператор из
одного гильбертова пространства Я] в другое Н>. В частности, когда F{x) действует
из Еп в Е т,

распространения модифицированного и основного метода Ньютона на
случай т =£=■ п и на случай особенной F / {x) приведены соответственно в [ 3] и [*].

Отметим, что для аналога основного метода Ньютона в [ 4] доказана только линейная
скорость сходимости, однако оказывается, что в некоторых случаях скорость сходи-
мости квадратична.

Нахождение обобщенного обратного оператора [Е/ (х)] + даже в конечномерном
случае трудоемкий и сложный процесс, требующий иногда дополнительной инфор-
мации об операторе F'{x) (напр., информации о ранге матрицы F'{x) [ п ], который
в свою очередь зависит от ошибок округления, или о проекторе из пространства Е т
на область значений матрицы F'{x) [ s ]).

Поэтому представляют интерес методы, • которые вместо обобщенных обратных
используют приближенные операторы, построение которых относительно просто к
которые требуют мало информации об операторе F J {х).

Изучение сходимости итерационных процессов, основанных на последовательной
аппроксимации обобщенного обратного оператора [ 7 ], и является содержанием данной
статьи.

Рассмотрим функционал

где F{x) оператор из одного гильбертова пространства Н х в дру-
гое Н 2.

В предположении, что F' (х) существует, из необходимого условия
стационарности grad(p(x)=o, получаем

Для решения последнего построим итерационную последовательность

где Ak операторы, приближенные к обобщенным обратным, понимае-
мым в смысле определения, приведенного в [6 ].

Ф(*)=И*)е

[F' (х) ]*F(x) = 0.

xk+ t =xh A h F(x h) {k —0; 1, ...),
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При дополнительных предположениях, что F' {х) ограничен и имеет
замкнутую область значений, по определению [ 6 ] существует единствен-
ный обобщенный обратный оператор [P'(x)]+, причем нетрудно видеть,
что норма оператора [F 7 (х) ]+ ограничена [ 7 ].

Ниже приведем некоторые соотношения, которые нам потребуются
в дальнейшем.

Пусть Л некоторый ограниченный линейный оператор из Нi в Я2 ,
имеющий замкнутую область значений Р(Л), а Л* и Л+ соответствен-
но его сопряженный и обобщенный обратный операторы, тогда [6 - 7 ]

где Рщ А) и Рщ А*, соответственно операторы ортогонального про-
ектирования Я2 на Р(Л) и tl\ на R{A*).

Введем следующие обозначения:

Далее для построения Ль используем итерационные процессы для
нахождения обобщенного обратного [7 ].

1. Сначала приведем одну общую теорему о сходимости итерацион-
ных процессов вида (3) для случая R{Xk+ l)

Теорема 1. Пусть xq Ни S<= {х Hi :\\х —хс \\ q) ина S вы-
полнены следующие условия :

1° оператор F{x) дифференцируем {по Фреше) ;

2° производная F'{x) имеет замкнутую область значений и удовле-
творяет условию Липшица

Тогда, если 1) у& Y w AV=A,j|PoP(*o)||/(l —бо) Q, то уравнение
{F' {х) ]*Р(х) = 0 имеет решение х*, ]|хo х*\\ г ь к которому сходится
последовательность (3), причем

а если Y Yo Yi Yft 0 nP u то получаем сверх-
линейную скорость сходимости, т. е.

где öi =\i -f —ZA2 ЦР } Я(дсг-) ||, ибг при oo.

2) Если \k'= 0 w r2 = (2//А)Я0 (б0 ) q, гдг

Я(Л+) = Я(Л*),
ЛЛ+ = РЙ(А),
Л+Л = Pr{a*),
ЛЛ+Л = А,

Л+4.4+ .4+,
Л*ЛЛ+ = А* = А+АА*,

R{F'(x)) = R{x), Р^ад-.Л:
R([F'tx) ]•) = *•(*), PmF44m

= P*k .

\\F'{x)-F'{y)\\^L\\x-y\\ ]

3° \\PkF{xk ) F'{xh )AkF{xh )\\ Yftll^V7 (**)[!» = AkPh\
4° IHkIKÄ* k— 0, 1,
5° бо = yr\-^}AL\\PoF{xo) || < 1.

\\хк х*\\ /чб*;

H*ft —x*|| <ri Ябг {k^\),
i=o

Hh {6o)= Jõf.
i=k
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то уравнение [F'(x) ]*F(x) *= 0 имеет в S решение x*, ||xo x*(| r2,

к которому сходится последовательность (3), причем

Доказательство. Если R{Xk-n) R{Xk), то по лемме (см. [3 ]
c. 181)

Пусть Z фиксированный элемент, тогда

поэтому

где

Учитывая, что Pk+i и Ä k = A kP k , получаем

и окончательно имеем

[jPft+lF (Xft+i) jj {yk -f PA2|jPfeP(Xft)jj)|jPft,F(Xfe)ll = 6fe|jPftP(Xft.)|j,
Дальше, аналогично [ 9 ] получаем для случая уФ 0

а если при k-+oo, то аналогично f l ]

При ук■— 0 (см. [9 ])

На основании вышеизложенного заключаем, что

Очевидно

поэтому, используя (5) и (9), имеем

t|[f'(*) ]*F(*)|| = |[f'W ]*F'(x) IF'(x) ]+F(jc)R < ||[f'(x) HHV(*)||,

и, следовательно, решение x* уравнения Pr{X)F{x) 0 является и реше-
нием уравнения (2).

jjxft x*| (2/La) Я^(бo) .

Pk+lPk = PhPkH = Ph+ l.

Pr{z)F (x + y)= Pr(z)F (x) -f I Pr{Z )F' (x + ty) у dt,
0

= Pk+iF (Xk) Pk+iF' (Xk) AkF (xk ) -j- R,

R== /Pfe+i[F'(Xfe) P'(xfe -f- /(x fe+i —xfe ))]/lfeF(x fe
о

\\Pk+lF(xk) Ph+lF'{xk )Ak F{xh )\\ < y4|P fe F(xft)ll,

lIÄli <||P„+l || |H feF(A: b )||Z./V(ft+i-^)i|*<|u2 II 2
0

|jxfe+l Xfc|| oF(Xo)||6s,
\\xk Х*\\ riöj,

\\Хо *fejj <ГI( I 6J) Г1 Q,

>\Xk+i Xk\\ /LPoF (л'о) |j jj бг [k 1) .
г=o

||jf).+i-^!|=£(2/U)6f,:
\\Xh Х*\\ <^{2/Lk)H h (öo),
\\xo xk \\ {2/Lk) Но (õo) =т2< о.

х* = lim xk , РЩх *) =F(x*) =O.
к —>-oo

l|[f/W]i = !|f ,Wll<l|f'Wl| + ie,
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Следствие 1. В частном случае, если Ak [F' (хн) ]+
, то в силу

(5) и (8) Ah AhPh и тогда при /?(x fe+l ) е R{xk ) аналог основного ме-
тода Ньютона сходится к решению уравнения [F (х) ]*Р(х) =0 с квад-
ратичной скоростью, т. е.

Здесь использовано обозначение || [Т7' (л:) J+ ]| С (ср. теорема 1 [ 4 ]).

Следствие 2. Пусть

где
Обозначим

\\Ph akF'{xk) [F'{xh)Y II = Pfe и р = sup {pÄ }.
h

тогда для (20) согласно (9)

а для норм

Убедимся теперь, что р <С 1.
Рассмотрим сужения [Р'{хк)]* и /2 соответственно для операторов

{F'{xk)]* и /2 на множество R{xk), где /2 единичный оператор в Я2,

и сужение [-P(Xft)] для оператора F'(xk ) на множество R* (хк) . Так как
[.P(Xfe)]* изображает множество R(xk) на R*{xk) взаимно-однозначно
[6 ], то существует ]*) -1 ([ 8 ] с. 155), ипо ([ B ], см. теорему
2. (2.V) )

где т » 0 для всех Отсюда следует, что существуют такие
положительные числа (см. [ 10 ]), что

Если y^R(Xh) 1- и R(Xk) 1- ортогональное дополнение множества
R(Xb), то \\Рк — ahF'{xk ) [F'{xk) ]*Ц = 0 (см. [6 ]), и таким образом

\ik = flPk - ahF'{xh ) [F'{xk ) ]*Ц = \\h-ahF'{xk ) [F'{xk ) ]*|) <l.
В случае, когда оператор Лк определен по (21), имеем

Лк = ЛкРк ,

и тогда

Замечание 1. Для построения Л* можно использовать итерационные процессы
высшего порядка, например:

Ak -ab[F'(x k )]*{3Ph -3ahF'(x >l )[F'{xh)]* + aftV'(jrÄ )

IlJCft х*\\ <(2/LC)tf ft(öo).

4 = о»[Р(«1)1',
Ak = 2ak[F(xh)Y-a\[F'(x k )YF'(xk )[F'(xh )Y,

0 < «fe <~— е, е> О и jjF' (х) lj <М.

Лк = ЛкРк,
уk = Ilk р,

Iни(^- £ ) л1 =г-

]*у\\ т\\у\\,

\h-a kF'{xh )[F'{xk)r\\< 1.

IH„ii m WlF (jt*)]* ||(l +

< — 8 )a!(1 -j- p) —Я,

Ya = < И2 -
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тогда

и

Замечание 2. Характерной чертой для итерационных процессов, где в каче-
стве А к использованы (21) или (22а), является то, что у нас нет необходимости
искать Ak в явном виде и для построения приближения достаточно лишь после-
довательно применить операторы [/7 '(хь) ]* и F'{Xh ) к элементу F{x k ), что сокращает
вычислительную работу.

2. В предыдущем мы требовали, чтобы Ah = AuPk. В этом пункте
мы рассмотрим такие Ak, которые удовлетворяют условию Ak AkPj.

Рассмотрим итерационный процесс

где /2 единичный оператор в Н2 . Пусть на сфере S= {х &П\ : \\х лгOЦ
q} даны следующие условия:

Введем следующие обозначения, причем для Хк {k = 0,1) и уь. {k =0)
выполнены (31) (33):

Теорема 2. Пусть X(=HU S={х е Hi :\\х — хo\\ q} ина S вы-
полнены следующие условия:

1° оператор F {х) дифференцируем {по Фреше);
2° производная F' {х) имеет замкнутую область значений и удовле-

творяет условию Липшица

3° А 0 произвольный линейный оператор, удовлетворяющий усло-
вию

кЦ| +(л + н2) =r ä,

Yfe = M-3 M- 3 -

Г xk+l =xk A kF{xk ),

= Ak -j- ak+i[F' (Хк+i) ]*[/г F'(Xk+i)Ak],

\\Ak\\ < hk,
\\Ph+i — F/ (Xh+i)Ak+i\\ Yft+i, (k =O, 1, ...)

\\Pk+i F'{xk+l )Ak \\ Pfe,
ll[/7/ (*)]+ll<c,

||F(x)||<Ai

и = CL 4- MLu
Л0 = С(l+Уо)/(1-М0) )'

Я, = С(1 +

Yo max {jij3o, ||Ро Р'(хo )Ао\\},

6k =ук +V?) +- n\\\PoF(x„)||,
r<*> = A«!|PoF(*o)j!/(l— в»),

№'{х)-Р'{у)\\^Щх-у\\-

Ao AqPо = PqAo\

4° ||[f'(«)]+ -[f'(»)]+ll<4«-o||:

5° б 0 =у»+ Urf* + 7Üо II Pof (Jto) lt <I:
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Тогда
, если R{x0 ) э R (x) для всех xeS, rp°) = ЯоЦ-Ро/7 (л:©) Ц/ ( 1 õ0) <

q, то уравнение [F' {x)]*F (x) = 0 имеет в S решение x*, ||xo x*\\ <r po), к которому сходится последовательность (23) —(24), причем

Доказательство. Отметим, что при Ло = ao[F'(xo) ]* или при
Л о = [Е'(хo)]+ выполнено условие 3°.

Если /?(дсо) з/?(х), то по ([ B ], см. лемму)

и на основании (5), (9)

Допустим, что Ak = A h P о, тогда из (24), (37) легко видеть, что

и в силу (5), (7) и (24)

так что можно принять

причем [ik+i 1 (см. следствие 2).
Нетрудно видеть, что проекторы Рц( Х) и Рщи) удовлетворяют условию

Липшица с константой L 2— CL -j- ML\. В самом деле,

и совершенно аналогично

Согласно (5), (6), (16), (26), (28), (41) имеем

(°)

откуда, так как в силу условия 5° L 2 <l,

и поэтому можно считать

Далее, имея в виду (44) (ср. (14)), получаем

и поэтому можно принять

6° Pi цро + ~Ь МL) \\РoF (Яо) 1) •6о ро-

\\Xk X*\\ .

P„Ph = php0 = P„

[F'{xk) Г = [Р'Ы ГPk = [F'{xh ) ]*PkP O = [F'{xk ) уРо.

Ah+i Ak-^iPo

\\Pk+i F'{xh+l )Ah+i \\ = \\Ph+i F' {Xk+i)Äh
- dft+iF'(xk+i) [F'{xk+l)Г (Pk+l - F'{xw)A h ) |1 =

= II {Ph+i Oik+iF'(Xk+l) [F' (*ft+l) ]*) {Ph+i F' (Xk+l)Ak) II = ЦЬ+lPft,

\k+i = Pft+iPft, k— 0,1,

\\Рп(х) -Рщу)\\ = llF'{x) [F'(x) ]+ - F'{x) [F'{y) ]+ -1- F'{x) [F'{y) ]+ -

F' (у) [F' ( у) ]+II 11* у\\ +CL \\х у || = U ll* уII

II Pr(u) Дн(и)1! Lz\W —vll •

\\Ak \\ = !|[F / (xft ) ]+ -1- Ak [F'{xk ) ]+ il == I|[F'(xfe ) ]+ +

+ {F' (xh ) ]+(F' {xk )Ak - Ph ) -P\Ah+PiA h 1| <

<C(I + Vft) + i2rf IMftll,

(0)
Ш\^С{\+ун)Лl-12п )

Я* = < 42 )

Il Ph+l ~F'(xk+l )Ak\\< U Jk-F’(Xk)A h \\ + l|P*+ i-PJ +

-j- ||F' ( Xk)Ak f4 '(Xh+i) Ak\\ yk ~r xk II + hkL xk\\
-- (’kkLz -j- Xh F) li ДоF (x„) ljöo.
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По (12), (13) имеем
POF (xk+i ) = PoF (*ft ) - РйРо/7 (Jc fc) -I- РйРо/7 (Jffc) - PoF'{xk)AkF (xk )+P.

Учитывая (23), (41), (44), (46), а также, что R{xo получаем

и окончательно имеем

Теперь по индукции легко убедиться, что при Ä->oo

Дальше, аналогично ([ 9 ], теорема 1) получаем

и, следовательно,

Так как R (х 0) з R {х) , то

и, используя (5) и (9), имеем
||[F'(*)rf{*)|| = \\[Р'{х)]*РЩх)Р{х)\\ < ||[P/

(*)]*|| \\PoF{x) ||.

Таким образом, решение х* уравнения PoF{x) =0 является и решением
уравнения (2).

Замечание 3. Если проектор не зависит от х, где хea S, то

iiPc Phil = 0 и процесс (23), (24) сходится к решению х* со сверхлинейной ско-
ростью.

Например, в конечномерном случае Н\ =Еп и И2 = Е т, если г= т, то
F R{x) ~ I тхт > и если г=п, то Р* тх) I пХп , где г ранг матрицы.

Замечание 4. Если в (3) брать Ah =А 0 = [/г/ (хо)] +
,

то можно сформули-
ровать аналогичную теорему о сходимости для аналога модифицированного метода
Ньютона.

3. Рассмотрим следующий итерационный процесс

(Зй = цРй-i -f- (АйLz -f Afe L) \\POF (x0 ) il 60 .

\\P„F(xk )-PhPaF(х*)Ц < lIВO Pftll ||Pof (*»)11 < Ь2гРЦ^(^)ll.
II PkP0F (Xh)— P„F'(xh(.(О ||

ЦРоВЫИ «уИ|РоР(%)||,
1

т =£ llPoll IHftß(Xft)||L f \\t(xk+i -xk )\\di L\l\\P oF(x„)\P
0

\\PoF{xh+ + L,A 0'l + ~LAl\\P<>F(x k )\mPoF{xh) || = 6*||Pof (*»)ll-

$к 0, с гОй Etf 1 ,

Yк 0,
**■> d(\-u,f ). ||Р„гыll^о.

11*й-ы *йll Ай \\P OF (*о) I! бо,

il Хт Xk \\ rf° (б£ бГ), (т >к)
\\Xk Xo\\ г? < о

х* = lirn Xh,

PoF{x*)~ 0,
„

„ ~
(к) к\\х* хк \\ 1 6о .

\\Рщх)Р{х)\\ = \\Pr {x)PoF{x)\\ < \}P oF{x) ||

/ -- %h AfcF >

\
= 2Ah AkF'{Xk+i)Äk {k =O, 1, ...).
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Используя (25) (31) и введя обозначения

можем сформулировать следующую теорему.
Теорема 3. Пусть х0 <= Ни S— {х Н\ : \\х xo j| q} ина S вы-

полнены условия 1°—4° теоремы 2, а также условия

Тогда, если R (х) = R (х 0) для всех хеs, г[ л0 \\Р OР{Хо) \\l (1 бо)
q, то уравнение [Т'(х o) ]*F{x) =0 имеет в S решение х*, ||хo х*|| <

/-(0), к которому сходится последовательность (47) (48), причем

где öi —>-0 при i->oo,

Замечание 5. Следуя с необходимыми изменениями схеме доказательства
теоремы 2, нетрудно доказать и эту теорему.

Замечание 6. Если R(x)czß{xо), то можно доказать сходимость итерацион-
ного процесса (47) (48) к решению уравнения [F'{x) ]*F{x) =O, однако в этом рлу-
чге скорость сходимости линейна.

4. Пронумеруем итерационные процессы (методы) в следующем
порядке:

и применим их для решения числовых примеров, заимствованных из [ 4 ].

ft- 1
* Считаем, что /7 б,- = I при k— 0.

70 = max{(3o, liPu - A„i| j.
г*+, = с(1 + р1!)'/(1 —ТггГ),

2
Pft+l = ftk (М+lT -f- II oF ( Xo) 11 JJ 5 ?;,

г—o

Yfe+i = Pft (& =О, 1, ...),

ök = yh -{--A L U> oF{x h)l

rt k)
=). о \\P oF{xo ) ||/(l—6fc).

a) öo —Yo~Ь 2 L \\Р^оF (xq) |1 <C I.
б) ("И =ро “Г F) il РOF (Х0 ) 1! §К),

в) L3ri
0 ’ <i.

\\Xk X*\\ rW iJ 6*
г=o

1° A k =[F'{xk )]+

2° Ak =[F'{xо)]+,
3° = 2/lfe_i

а) Ло = [^(хo)]+
в) i4o = ao[/7 '(jeo)]*.

4° Л/г = Л/г_l + CLk[F' (Xk) ]*[/г F' (Xft) Ak~l 1,
а) Л0 = [/7/ (xo)]+,

в) Ao = ]*,

5° Ak = ah [F'{xh )r,
6° A h = 2а„[Р'Ы ]�- № [f'(*k ) ]*P'(*») ЦЧ-Ч.) ]*
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з
Здесь в качестве ак выберем а.к = ~^Лк > гД е ЛЦ—щах

bfj=F'{Xk)[F'{Xk)]*. Вычисления закончим, если Xk\\ е■=
-=O,OOOOOlO.

Пример 1. Решить систему

имеющую нулевые точки (1,1) и ( —l, —1).

Приведем таблицу числа итераций п, необходимых для достижения заданной
точности при различных методах и различных исходных данных.

• 3
р 2имеющую min Jj fi = 42,666667 в точке (1; 1,914854).

х г= 1

** Итерационный процесс 4°а сходился к точке (1,151850; 1,907583), при которой
S fi = 42,85120.
8
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О. VAARMANN
ÜLDISTATUD PÖÖRDEOPERAATORITE JA NENDE LÄHENDOPERAATORITE

KASUTAMISEST MITTELINEAARSETE VÕRRANDITE LAHENDAMISEKS
Üldistatud pöördeoperaatorite lähedasi operaatoreid kasutades konstrueeritakse

võrrandi (2) lahendamiseks iteratsiooniprotsessid ja tõestatakse teoreemid seda tüüpi
iteratsiooniprotsesside koonduvusest võrrandi (2) lahendiks ning selle võrrandi lahendi
olemasolu. Tuuakse näiteid mittelineaarsete võrrandisüsteemide arvulise lahendamise
kohta.

O. VAARMANN
ON THE APPLICATION OF GENERALIZED INVERSES AND THEIR
APPROXIMATIONS TO THE SOLUTION OF NONLINEAR EQUATIONS

For solving (2), certain iterative processes using approximations of generalized
inverses are constructed. Some convergence theorems concerning the iterative methods
of the type (3) and the existence of a solution of equation (2) are proved. In
conclusion, some numerical results are proposed.
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