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Л. АйНОЛА

К ВАРИАЦИОННЫМ ПРИНЦИПАМ ДИНАМИЧЕСКОЙ
ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК

Проводится преобразование Лежандра вариационного принципа, эквивалентного
уравнениям и соотношениям, а также граничным и начальным условиям линейной тео-
рии типа Тимошенко для упругих оболочек, и выводится вариационный принцип, являю-
щийся аналогом принципа Кастильяно в статике оболочек. Показывается, что этот
принцип эквивалентен уравнениям движения, а также граничным и начальным условиям
теории оболочек, сформулированным только с помощью усилий и моментов.

1. Введение

Для динамических задач теории оболочек, как и для динамических
задач вообще, до последнего времени широко применялась только ва-
риационная формулировка в виде вариационного принципа Гамиль-
тона—Остроградского. Принцип этот применим, если задачи динамики
сформулированы как задачи с граничными условиями по времени, т. е.
если заданы начальные и конечные условия исследуемой системы.
Недавно было выяснено, что и динамические задачи с начальными усло-
виями могут быть представлены в виде вариационных задач Д 2]. Такая
возможность имеет принципиальное значение, так как динамические за-
дачи прикладной механики почти всегда заданы как задачи с началь-
ными условиями, а конечные условия системы неизвестны.

Основное отличие вариационного принципа для задач с начальными
условиями от принципа Гамильтона—Остроградского заключается в
том, что соответствующий функционал составляется вместо обычного
интеграла с помощью интеграла-свертки по времени. Применительно к
теории оболочек такая вариационная формулировка была приведена в
работах [ 3- 4].

В статике упругого тела, в том числе и упругих оболочек, известен
ряд вариационных принципов. Основные из них; Г) принцип Лагранжа,
сформулированный в перемещениях, 2) принцип Геллингера—Рейсс-
нера в перемещениях и напряжениях, 3) принцип Ху—Вашизу в
перемещениях, напряжениях и деформациях и 4) принцип Кастильяно
в напряжениях. Все эти принципы эквивалентны в том смысле, что они
выводятся один из другого с помощью классических методов преобразо-
вания вариационных задач.

В виде различных модификаций принципа Гамильтона—Остроград-
ского упомянутые возможности формулировки вариационного принципа
рассмотрены как для теории упругости [5 ~ 9], так и для теории оболо-
чек [lO-13]. Принцип, аналогичный принципу Кастильяно, представляю-
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щий собой модификацию принципа Гамильтона—Остроградского, иссле-
дован для систем с конечным числом степеней свободы в работах [ 14~lß].
Соответствующий вариационный принцип для колебаний упругих тел вы-
веден в [ l9_2s].

Представляет интерес вывести соответствующие вариационные прин-
ципы к для динамических задач теории оболочек, исходя из вариацион-
ного принципа для задач с начальными условиями. Для теории типа
Тимошенко для упругих оболочек такие вариационные принципы, соот-
ветствующие принципам Лагранжа, Геллингера —Рейсснера и Ху—Ва-
шизу, предложены раньше Р- 4 ]. Ниже выводится для теории типа Тимо-
шенко вариационный принцип, являющийся аналогом принципа Кас-
тильяно. Тем самым устанавливается полное соответствие между вариа-
ционными принципами теории оболочек в динамике и статике.

2. Основные уравнения и исходный вариационный принцип

Рассмотрим линейную теорию типа Тимошенко упругих оболочек [ l3].

Для краткости изложения используем при выписке уравнений и соотно-
шений этой теории матричные обозначения.

Введем матрицы
V 0 0

V w , ö" г к , 0 =: А ,

Ф ф 4х
(2.1)

8 Т
8 = СО' j f = N

% м
и назовем их матрицами перемещений, скоростей перемещений, импуль-
сов, деформации и усилий. Элементами этих матриц являются: v век-
тор тангенциальных перемещений, w нормальное перемещение,
Ф вектор углов поворота нормали, д, к, ф соответствующие им ско-
рости, 0, A, W соответствующие им импульсы; е, х тензоры дефор-
мации, со кинематический вектор; Т, М тензоры тангенциальных
сил и моментов, N вектор поперечных сил.

Пусть

i IV + (V)*] ь о
V = ь V 1

• (2.2)
о о i[V +(V)*J

Здесь \7 векторный оператор набла, причем fV)*a = a\7; b тен-
зор второй квадратичной формы срединной поверхности и I= г“ га
единичный тензор.

Обозначим производные по времени

| = г-. (2.з)

Кинематические соотношения рассматриваемой теории типа Тимо-
шенко можно с помощью обозначений (2.1) (2.3) представить в виде
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e = V Vi Ь = v'. (2.4)
Пусть далее

BE: О О
Ё= О GI- О ={ВЕ\, GI-, DE:},

О О DE:.

Ё- 1 = {В' Рг, G-Ч., D' Р

q = (q/z, qä, qä3/ 12}, (2.5)
q-i = {l/q/z, 1/q/z, 12/qA3},

где
E= (1 Sv)r“rp r?r a + vr*r«rPrp ,

p = (1 + v)r“r/3 r^r a — vra rar^r p ,

B = Eh/{ 1 V 2), G = Eh/26(1 +v), D =Eh*/ 12(l-v2),
(2.6)

B'=:\lEh, D'= 12/Eh*.

Здесь q плотность материала оболочки; h толщина оболочки;
k коэффициент сдвига.

С учетом обозначения (2.5), соотношения упругости будут иметь вид

Т=Ё е, 0 = qü, (2.7)

& = Ё~ 1 Г, õ = Q- 1 ©. (2.8)

Введем еще матрицы

V- -Ь. О

V*= b. V 0 ,

о -ь у
р Р W

р = р , Р= Р , W = W , (2.9)
m К Ф

п= {п •, п•, п •}.

Здесь р, m векторы тангенциальной и моментной нагрузки; р
нормальная нагрузка; Р, К векторы внешних усилий и моментов на
части контура Ci; Р поперечные усилия на Ср W, Ф заданные век-
торы тангенциальных перемещений и углов поворота на части кон-
тура С 2; W заданные нормальные перемещения на С 2; п единич-
ный вектор нормали контура оболочки.

Уравнения движения оболочки во введенных обозначениях имеют вид

V*f — o' _|_ р= о. (2.10)
3 ENSV TA Toimetised F * М-3 1968
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Присоединим к уравнениям и соотношениям (2.4), (2.7), (2.10) следую-
щие граничные и начальные условия:

hf = P на Си (2.11)

v = W на С 2, (2.12)

v(x\o)=v o, в{х‘,o)=в о, (2.13)

где Vq, 0о заданные матрицы перемещений и импульсов в начале
движения при t = 0.

В дальнейшем широко используем следующее обозначение для ин-
тегралов-сверток, образованное с помощью умножения транспонирован-
ной матрицы а' и матрицы (3:

Р
а' = На, а. ЛИ, Р= Ь , (2.14)

В

а-Х- р=| [а {х\ т—t) : (3 (х7 , t) + а (х1
, t—t) ■ b {х 7 t) -]-

õ

-f А{х! ,х —t) В(х7 ,t)]dt.

Уравнения и соотношения (2.4), (2.7), (2.10), граничные условия
(2.11), (2.12) и начальные условия (2.13) могут быть сформулированы в
виде полного вариационного принципа нахождения стационарного зна-
чения функционала [4 ];

I=j{— V 2 e3f.Ee 7Эг (е — Va) '/г0 O'Tv-O -{-

-{- 0 )v(Õ а') -j- р3fи -j- 0о и (а* ,т) —&
/ (х 1 , т) {и (х‘,o) По]} dS -j-

--f j J nf*(v W)dC. (2.15)
c, c.

Здесь варьированию подлежат элементы матриц и, О, 0, е, Т.
Этот полный вариационный принцип является аналогом принципа

Ху—Вашизу для случая динамической теории оболочек.

3. Вариационный принцип Кастильяно

Чтобы вывести для динамической теории оболочек вариационный
принцип, соответствующий принципу Кастильяно, надо в полном вариа-
ционном принципе удовлетворить предварительно определенные группы
условий стационарности. К таким условиям относятся уравнения дви-
жения (2.10), соотношения упругости (2.7), статические граничные усло-
вия (2.11) и начальные условия относительно импульсов (2.13 2).

Исключая с помощью названных соотношений из функционала (2.15)
варьируемые элементы матриц и, д, е, получаем функционал
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Л= 1 + '/гГ 1 o*o +o' (хт
,
т)оo ] tfS

5

- f пТ*Ш(ЗЛ)с2

В функционале (3.1) варьируемыми величинами являются элементы
матриц Т, 0, причем они должны удовлетворять условиям (2.10), (2.11)
и (2.1Зз). Условиями стационарности функционала (3.1) будут кинема-
тические соотношения (2.4), геометрические граничные условия (2.12) и
начальные условия (2.13 j).

Исключаем элементы матрицы 0 из функционала (3.1) . Сперва отме-
тим, что величина t значение времени в конце рассматриваемого ин-
тервала входит как параметр в этот функционал, причем первая ва-
риация функционала равняется нулю при выполнении условий (2.4),
(2.12), (2.13i) в случае его любого значения, т. е.

Ы\ (т) =O. (3.2)

Это обстоятельство позволяет преобразовать функционал путем диф-
ференцирования или интегрирования его по параметру т. Учитывая, что

(з.з)

после двукратного дифференцирования соотношения (3.2) имеем

4-ЙТ- = 0. (3.4)

Наоборот, если считать, что условие (3.4) выполнено, имеем

бUI (f) +Ах -}- В] =O, (3.5)

где А и В не зависят от т. Из выражения (3.1) для функционала 1\
видно, что / 1 может быть линейной функцией от т только тогда, когда
элементы матриц Т, 0 не зависят от времени t, т. е. в случае статики.
Поэтому, исходя из предположения, что все рассматриваемые величины
зависят от времени, вариационные принципы (3.2) и (3.4) можно счи-
тать эквивалентными.

Отметим, что

(а -К-р )=а*р‘ а' (х' ( , 0)p'(x Y ,x) + р'(+, 0)а(х 1 , т), (З.б)

и проведем двукратное дифференцирование функционала (3.1). Имеем

—|=| ['/2Г*£->Г + Vi' 1в-*в- + f'(xr
, 0)Е-'Г(хг ,т) +

S

+ Q- 1 в'(хт , 0) 0- (х 1
, т) +0 *' (xY

,
т) до] ds —| nfXWdC. (3.7)

с2

з*
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Функционал (3.7) содержит только производные по времени элемен-
тов матрицы © или их значения при t= 0. Но эти величины явно
можно найти с помощью дополнительных условий (2.10), (2.132) и
исключить из функционала.

Пренебрегая членами, содержащими только заданные величины, и
используя формулу Остроградского, имеем

/ 2 = j' {i/2f*£-'r + v2Q-'v*r*v*f + Q- | p*V*r +

+ Г {х\ 0)Ё- 1 Г (л:т , т) Q- 1 V 00 г (хт , т) —VvO Т'(х т
, x)}dS~

| nT*W'dC+ \{{Q-'Qo)'nf{x\x) + Vo'nf{x‘,x)}dC. (3.8)
с 2 Q

В функционале (3.8) варьируемыми величинами являются только
элементы матрицы Т, которые предварительно должны удовлетворять
статическим граничным условиям (2.11).

Итак, в случае динамической теории оболочек принцип Кастильяно
приводит к нахождению стационарного значения функционала (3.8).

Условиями стационарности функционала (3.8) являются:
уравнения движения

£-■ Т" Q- '■ VV* дг 1 VР= 0, (3.9)

граничные условия на С 2

Š/*f + p W" = 0 (3.10)
и начальные условия

Ё-'Г{х\o) Q- 1 УвощО,
£_l Г(х т

, 0) V —O. (3.11)

Уравнения (3.9), граничные условия (2.11), (3.10) и начальные усло-
вия (3.11) являются формулировкой динамической теории упругих обо-
лочек в усилиях и моментах [ 26]. Эта система заменяет систему уравне-
ний Бельтрами —Митчелла в случае динамической теории оболочек.
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L. AINOLA

KOORIKUTE DÜNAAMIKA TEOORIA VARIATSIOONPRINTSIIPIDEST
Lähtutakse elastsete koorikute Timoshenko-tüüpi lineaarse teooria võrranditele ning

ääre- ja algtingimustele ekvivalentsest variatsioonprintsiibist. Teostatakse vastava variat-
sioonülesande Legendre’i teisendus ja tuletatakse variatsioonprintsiip, mis on analoogiline
Castigliano printsiibile koorikute staatika teoorias. Näidatakse, et saadud printsiip on
ekvivalentne jõududes ja momentides formuleeritud kooriku liikumisvõrranditele ning
ääre- ja algtingimustele.

L. AINOLA
ON VARIATIONAL PRINCIPLES OF THE DYNAMICAL THEORY OF SHELLS

The author proceeds from the variational principle which is equivalent to the
equations and also to the boundary and initial conditions of the Timoshenko type linear
theory of elastic shells. The Legendre transformation of the corresponding variational
problem is carried out, and the variational principle responding to Castigliano’s principle
in the static theory of shells is derived. It is shown that this transformed principle is
equivalent to the equations of motion and boundary and initial conditions which are
formulated only in stress and couole resultants.
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