
И. КЕЙС

О ЧАСТНЫХ ИНТЕГРАЛАХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ
ТЯЖЕЛОГО ГИРОСТАТА С ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКОЙ

Условия существования общего четвертого алгебраического интеграла для урав-
нений движения тяжелого твердого тела с одной неподвижной точкой указаны в ра-
боте [ s].

Для получения известных частных случаев интегрируемости упомянутых уравне-
ний А. Богоявленский использовал подход С. Ковалевской [*],

Ниже методом Богоявленского выделены гиростатические аналоги случаев инте-
грируемости Вольтерра, Лагранжа, Гесса, Триоли, Бобылева, а также указано транс-
цендентное обобщение последнего случая для специального силового поля. Для гиро-
стата с центром масс на главной оси методом малого параметра ПуанкареТюссона
получены некоторые необходимые условия существования частных алгебраических ин-
тегралов уравнений движения, в числе которых специфическое значение постоянной ин-
теграла Якоби и равенство нулю постоянно.!; площадей.

1. Следуя приему работы [Д выделим некоторые случаи существо-
вания частных интегралов уравнений

(матрица означает циклическую замену уравнений) и
ние случая Бобылева для специального поля сил. Для

з
менных у с помощью интегралов 2Z у] = 1.

i=i

приведем обобще
исключения пере-

из уравнений (1.0) рассмотрим согласно [к 2] получаемые значения у как
функции величин р, v, т, о, w, где

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. XVI KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1967, NR. 3

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР, ТОМ XVI
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1967, № 3

1,2, 3
Adp{dt)~ l ={B C)qr + y 0y 3 z 0y2 + m2r—m s q, p? r

d ~! =r Y 2 qYs XO , Уо, Z 0 }
' А, В, C

(Лр -j- Yi -j- {Bq -j- m 2)y2 -f- (Cr-f- m 3)y3 cr,
Лр2 -f- fi</2 -j- Cr 2 2 (XoYi i/oYs ~h h

Q=Q 1 + tniXo + т2у0 + m 3z 0 {Ар + тх )х0 :+ (Bq + т2 )у0 + (Cr + m 3)
V= vi -|- ml-f- ml +ml =(Лр -)- mi) 2 + (.6<7 + m 2) 2 -j- (Cr-(- m 3) 2

t = Лр2 + Bq 2 + Cr 2 , a = xO/? + yQq + z or, ш=p2+ q2 -f r2 .

https://doi.org/10.3176/phys.math.1967.3.06

https://doi.org/10.3176/phys.math.1967.3.06
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Для несферического гиростата в качестве независимых переменных из-
берем Qi, vi, t, а для a, ш, исключая р , q, г из соотношений

получим значения как функции от р ь v b т. Поскольку левые части со-
отношений (1Л) совпадают с рассмотренными в [Д то заменяя \\ —Лт
на vi —Лт + х циклически в соответствующих формулах [Д получим
равенства:

Значение х как функции 0Ь т, w нетрудно составить, исключая р, q, г
из выражений для этих величин. Для г из (1.2) и р из (1.3) можно'
указать простые выражения через 0Ь vi, т, х П Р И Яо =O, а значение х
не будет содержать радикалов при т2 0. Отметим, что эти условия
не являются необходимыми для случая постоянных р, г, а также для
сферического гиростата. При рассмотрении равенств (1.2) и (1.3) воз-
можны два варианта;

B(B A)q? + C(C A)r2 = v l ~~Ax + x
х—Aw— {В A)q2 -\~ {С ~А)г2 р, q, г
0! —Лсг— {В A)y0q +(С Ä)z or хO , уO , z0 (1.1)
X— —2 (A/riip-j-Bm2q-j- Ст3г) А, В , С

{С[А(В - С)х%+ В(А-~ C)yl+ С(В - A)zl]r* -2С{В - А)гойх гЩ
+ (В Л)о 2 -f Ах\ (vi —Вх+ х) + Вуl (vi ЛтЧ-х)}2 4В(В

А)уЦСг0г—q,) 2[C (Л - С)г2 +V,—Лт+ х] 0 (1-2)

{Л[Л(В - C)xl+B(A - C)yl+ C(B2 2Л
+ (В-С) е*+Вуl(хl -Сх+к)+СгЦу l -Вх + 1)Г+ 4В(В-С)уlХ

Х(Ахар- еl )*[А(А~С)р*-У1 + Сг-х] = 0. (1.3)

1° если V = A{B С)х2 —С {А —В) z2 4 О, то ри г выражаются
так:

Vp— {В ~ C)xo — т3х0) +2о{СА- ] )^Н'^
Vr= {В A)zq qi + Ах0{т3х0 m,z o) хO {АС -') v2//*/ 2

Я=(Л—В) {В С) (qj + Е) 2 У{лц —sт + [Л С)т\-
C{Ä B)m 2 \D- 2}

( L 5)

Е Axonii {А —В) - 1 Czom3 (C B)-\ D 2 =(А —В) {В — С);

2° при У= О для р и г имеем

р =(2ЛхO ) “>O, +[2(А - ö)]- 1x0 (v 1 -Вх+ х)
f=(2C2o)- I Qi+[2(C-ö)]-‘2o (v l -BT+ X) (

а для -or, согласно восьмой строке соотношений (1.1), получим;

сг ( q 1 -j- Е) = (2AC) -- 1 {{А С) Qi (qi Е) -J-
-4-{А Q 0,1 [Ахoт х {А —В)- 1 Cz 0m 3 (C В)- I ]^-

+АСВ~ЦВх-х 1 )(х1 + z2 )}. (1.6)
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В случае, когда

(1-7);

соотношение (1.6) выполняется при произвольных значениях сг.
в виду равенства (1.7), отметим, что уравнения (Г.2) и (1.3) удовлетво-
ряются при произвольных значениях р и г. Первое из соотношений (1.7),
ввиду уо =®, tn 2 =О, V= О, есть частный интеграл, который определяет-
гиростатический аналог случая интегрируемости Гесса.

Возвращаясь к выражениям (1.4) случая 1° и подставляя их в пятое-
и восьмое уравнения системы (1.1), получаем для а и w формулы:

Укажем теперь, что некоторые общие и частные интегралы рассмат-
риваемой задачи существуют при отсутствии радикалов в уравнениях,
составленных аналогично [ l>2], для тяжелого гиростата. Это возможно'
(см. [ l>2]), когда выражения a, w через переменные gb vb тне содер-
жат радикалов, или в случае постоянных а и ш. На основании формул-
(l.B) и (1.9) эти предположения выполняются при соблюдении одного,
или нескольких условий типа:

Отсюда нетрудно указать ряд случаев существования общих и част-
ных интегралов уравнений (1.0). Действительно, совокупность условий'
I°, 2°, уо =O, т2 = 0 определяет гиростатический аналог случая интегри-
руемости Лагранжа: г= г0 (г0 произвольная постоянная), тогда как
условия 1° и 3° соответствуют случаю интегрируемости Эйлера —Пуансо-
в динамике твердого тела. Условие 5° определяет подслучай интегрируе-
мости уравнений (1.0), обследованный Вольтерра, и, поскольку вели-
чины Qi и а исчезают, а величина vi обращается в постоянную, нет необ-
ходимости требовать обращения в нуль постоянной т2 . Объединяя усло-
вия 3° и 7°, получим из выражения (1.5) для Н равенство Н— Н0 =

= Л(С В)х 2 [С{С В)г2т]], из которого следует (если отбросить
случаи Лагранжа и Вольтерра), что величина г постоянная. Положим
г= 0; тогда из первого уравнения системы (1.0) следует, что р= р
= const, а из второго, третьего и пятого уравнений системы: (1.0) уста--

Q!-f E=Vi— Br + D- 2 [-Ä
C{A B)ml] = Q = 0,

ACVa=[(В-C) х2
- (А B)z 2\[A С) 4

-f- (Л —С) x0z0 [{АС) % (т3х о 1Щ2„) +НЦ (IЩ-

ABCV 2w =ACV2х PUQ2 A-2ACPxoz o {m3x o Qi +

-\-AC[A 2 {B C)x2 C 2 (A —B) z2] (m,xo m x z0) 2 +

+ 2iAC)'/*PxOZoQ IH'/* + 2{AC)'l*{m3xo m x zo )UH'i*—V[A2 iß C)x2
0

C 2 (A B)z 2 ] Q, (1.9>
где обозначены:

P={А—В){В—С) (С А) г и=Д{В -Г-С)х2:+ С{А B)z 2
.

Г х0 —O, rri\ = О 5° х0 =z0 = О
2° х0 =O,Л = б 6° А= С, (*5— Z5 ) (m3xQ m\Zo) = О
3° z0 ■= 0, тг = 0 7° Н= Н0 = const
4° 2о =О, С= В 8° а=во = const, w= w 0 = const.
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ловим, что для существования полученного гиростатического подслучая
Бобылева необходимо равенство

Объединим условия 7° и B°. Для того, чтобы избежать постоянных
решений р и гO , необходимо допустить, что справедливы соотношения
{А —Б) г2

— {В С)х2 =0 и т3х0 m xzQ =O, которые совместно с тре-
бованием обращения выражения (1.9) в тождество {уо —O, т 2 =О,
w = wQ ) выделяют случай интегрируемости Гриоли.

Случай постоянных р и г в соответствующих силовых полях рассмот-
рен в работе [ 3], причем отмечено, что необходимыми условиями его
существования являются равенства:

в которых 5 свободный параметр. Отмечено также, что значения 5,
равные —1 и +l, образуют особые подслучаи. Равенство s= —1 опре-
деляет в трансцендентном силовом поле трансцендентный частный инте-
грал. В этом подслучае выполняются следующие соотношения:

в которых h и а обозначают постоянные интеграла Якоби и площадей,к х произвольную размерную постоянную, а зависимость силовой функ-
ции U от аргумента <7о\’2 + б)Уз представлена через параметр г. Подслу-
чай s = —j-1 есть тривиальное обобщение гиростатического аналога слу-
чая интегрируемости Бобылева [ 4]. Здесь выполняются равенства

в которых /г2 произвольная размерная постоянная, a 2k0 =

k x o +mi А- 1 —h.

2. Установим теперь, какие условия являются необходимыми для
существования алгебраических частных интегралов в случае 3°. Уравне-
ния, определяющие величины v, q, t(q = QiX^” 1

), записываются так;

Здесь обозначены: k постоянная площадей, h постоянная интегра-
ла Якоби; для остальных постоянных имеем:

Ш] -{-{А 2В)рO =O.

[{В A) q o + m2\q~ l = [{C A) ro + tn3 ] r~ x =As~\

ар =Ауl (z + miÄ~ 1 )2 огп\А~ х
, т2 + Bq0 =т3 -)4 Сг0 = 0

2U =Az 2 ~h, Л (<7oY2 + г 0у3 ) = a{+.rri\A l= z + m xA~\

р &2УI~Ь тИ U k2 {qoУ2 “h г7з)“Ь^o)
0= т2 -)- ( В 2А) qo =т3 -)- ( С 2А ) /"о,

■( clqül j 1 ) - ki v 2 -j- (k2x -j- ö2Q2 -\- 2a x q -j- öq) v —)— т 2 —l ( b 2 Q 2 + 2biq -j- b о) т -j-
C 4Ö

4 ~f~ C2Q 2 ~h 2ciQ -(- Cq

dvdt-'= [Ql— (t —h) 2]v + (2.0)
+ 2kQO XQ Q 2

0 q2 2kQ OhQ —QI k 2
(v Q 2 )dxdti- { —[t cl{q m.i) 2 ]dvdti~ l -}- (Q oк —tq + /iq)c/q {dtQ

BCk x =z— 1, BCk 2 =B+ C, Л 2ВСа 2 =A 2 ВС,
ABCa 1 =(B-j-C)ml , ABCa 0 = —(B + C)m\

ABCb 2 = 2BC — /1 [B C), Ab x —2m\, Ab 0 = 2m2
v
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Предполагается, что р7F const на исследуемых частных решениях.

От системы (2.0), исключая время, приходим к системе двух урав-
нений:

по отношению к которой поставим вопрос о нахождении некоторых
необходимых условий существования частных алгебраических интегра-
лов.

При р const система (2.1), как отмечено в [ s], эквивалентна сис-
теме (2.0) в отношении этих условий, так что все результаты, получен-
ные для системы (2.1), справедливы также для системы (2.0). Введем
в уравнения (2.1) малый параметр X посредством замены v, q, t на Хх,
Xq, т, после чего уравнения (2.1) следует записать следующим образом:

Предположим, что система (2.1) обладает алгебраическим интегра-
лом IF(q, V, t) = const, который после замены представим сходящимся

1

рядом по степеням Х п с коэффициентами алгебраическими функциями
6, V, t:

Решение системы (2.2), как обычно (см. [ s]), определяется рядами
■V = v0 (q) + Xvi (е) +•••

, t = to(e)+Ä,ti(e)+ ••• , тогда как интегралами
дифференциальных уравнений будут выражения F 0 = const, I\{F) =

= 0, to, p) +vi {дРO/д\o) + х 2 {дР0/дх 0 ) = const. Для v O, t 0 имеем из
(2.2) уравнения

Уравнения (2.3) определяют два многообразия решений в зависи-
мости от выбора знака при извлечении радикала во втором уравнении
из системы (2.3). Пусть сперва dxodg~ l = —kQ o {xo am 2 ), тогда систе-
ма (2.3) имеет решение t 0 =Z = const, если искомый частный интеграл

5 ENSV ТЛ Toimetised F * М-3 67

Q 0 2Mgx0, Aa— 1, А 2 {А — В) [С —А)
A2BCcz 2[2ВС А{В С)]т и А 2ВСс2 =[А{В + С) —6ВС]т],

Ас х = 2т], Acq =—т\.
dt dig 1 —Mg {М масса гиростата).

\k]V2 -f- (k 2x -j- a2 Q 2 -f- 2ajQ -j- <2q) v— t 2 -]- {b2 Q 2 2b\Q -p Öq) t -\~

+ P4\ {dv) 2 = {[QJ- (t -h) 2]v + 2kQ oQ (t -h)- Ql(k2 + Q 2) } {dQ) 2

(v Qü )drdQ~ ] =[t ö(q + kQ O -j- Q{h —t) (2.1)

(здесь PA c4 q4 + c 3q3 + c 2q2 + 2ciq -pc0 ),

(v Xq 2 ) dxdg~ ] =(r am]) dvd.Q~ l + X{2am x dvdQ~ x
• g(t h)]-\-

kQ O X2ag2 dvdq~ l

[ —x 2 -|- box -j- Cq -j- 2A,(cjq -(- b\t) -|-

~4~ X {k 2x -j- öq) v -\~ 'X2 (• • •)] (^v ) 2 [— k2Q 2 -|- (t —h) -f- tfQ 2

(t — /г) 2] — >i 2Q 2 Q 2 }(^e) 2 . (2.2)

1

Fo {x, t, e) +X я Fi{\, t, e) +•• • + xFn {v, t, p) +... = const.

vodxoclq- 1 = (t 0 dv о _1 +

(t 0 am] ) 2d\ I = k2Q* dQ 2 . (2.3)
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такой, что при введенном то на исследуемой'
кривой существует конечная производная d\Q dq- x и общее решение
уравнений (2.3) определяется формулами vq = —£Q oq(/— ат\) -l Сь
to =/. Здесь Ci наравне с остальными С,- обозначает постоянную.

Если в качестве независимой переменной избрать vO, то для опреде-
ления ti имеем уравнение: v odxidv^2 =

—ti -f- 2~ 1 т~2 (/ am 2 )-3L(v O).

Отсюда для Ti имеем: ti=(2m2)~ l {l — am 2) ~3 [2~ lA ' v 0 + B'-f- Cav^ 1 !-

Подставив это решение в правую часть второго уравнения системы (2.4),
приходим к уравнению вида rfvi(rfv o) -1 =

— (2т2)~I С2 {l ат2)-\~1 -}-
+ P(vo) (здесь P{vq) некоторый полином от v 0), из которого следует,
что для устранения логарифмической функции в интеграле необходимо'
предположить, что С 2 = 0 или искомый алгебраический интеграл 'F1

такой, что при введенном соответствующие частные
решения v и т удовлетворяют равенствам

(2.5)

(2.6)

Исключая из рассмотрения частные интегралы W l , определенные началь-
ными данными (2.5) или (2.6), приходим к выводу, что для существо-
вания всякого другого решения, соответствующего алгебраическому
интегралу 4f

, отличному от интегралов XF‘, необходимо, чтобы £Q O —0,,
так как в этом случае проведенные вычисления теряют силу. Рассмот-
рим частные интегралы, соответствующие этой ветви, когда последние
даются рядами по параметру X, введенному в уравнения (2.1) другим
способом. Определим новые переменные, заменив величины q, v, t на

Vq, X7 v, A,~ 3t. Тогда уравнения (2.1) будут содержать параметр X с точ-
ностью до третьего порядка малости следующим образом:

(2.7)

Нетрудно получить формулы, определяющие нулевое приближение
решений системы (2.7) в виде to = С 3 . vo =

—£Q oCj’q-f- С 4. Если теперь.

Для vi и ti из (2.2) аналогичным образом получаем уравнения

xö dxidQ- 1 = (/ — am\)d\{dQ~ l -)- 2amm X Q -)- {h 1)q (2.4)
dvidg- 1 = (2 m)~ 1k2Q 2 (b 0 2/)ti (/ am 2 ) ~4 -}- (2m) ~ ]L (v 0) (/ am 2 )

здесь L(v 0 )=A'v0 -\- B', m{am2 —l)=kQ O

A' = {l-am\){{i-am\)[{l-h) 2 -Ql] + k2Ql{k2l+ aQ ) ( I-am2)~4-

+ 2[l-h+ {b ll + Ci)k-'Q-']}

B' = 2{l am 2 ) [E'Q" 1 (6,/ —щ)-f h /].

Tl (0) = {A'Ci + 2 В') 4~ l m~~ 2 (/ amf) ~3
,

если vo(0) = Ci,

либо выражение ti (дЧ^/дтo) + vO , т0 ) не содержит q.

( dvdQ
- 1) 2 = Ям+ k 2 Qlt- 2 2XkQOQX~ 2 + X 3(...)

(v Xq2 ) dxdq~ l = tdvdQ~ l -j- kQ O XtQ X 3 (...).
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избрать в качестве независимой переменной vO, то для vi, Х\ из системы
(2.7) следуют уравнения

которые для ti имеют решение ti = 4 -/C3 (h 2Q 2
0 ) ivj + CSV7 1

. Подстав-
ляя это значение ti во второе уравнение системы (2.8), получим уравне-
ние

которое решается алгебраической функцией от vo, когда

(2.9)

(2.10)

не содержит q, либо уравнение, определяющее vj, не может быть полу-
чено указанным способом, если kQ O =O. Тогда для всех частных реше-
ний, соответствующих искомому алгебраическому интегралу Т и обла-
дающих тем свойством, что при указанном первый
член разложения т в ряд по Я не есть нуль, ti не исчезает вместе с vO ,

а выражение (2.10) содержит q, необходимо равенство kQ O =O. Исклю-
чаемые из рассмотрения алгебраические интегралы 4яl , для существова-
ния которых приведенное выше условие не является необходимым, мож-
но определить еще одним дополнительным условием. Запишем с этой
целью коэффициент /2 при Я2 в разложении интеграла уравнений (2.7)
для решений первого многообразия:

о котором, в соответствии с предположениями, а также в силу решений
системы (2.8)

известно, что все члены, кроме, может быть, v 2 и т2, являются алгебраи-
ческими функциями Q. Тогда вопрос о существовании алгебраических
интегралов 4я приводится к установлению типа функций v2(q) и т2 (р)
или, что равносильно, функций v2 (vo), Тг(то), для которых согласно (2.7)
и (2.11) имеем уравнения

Здесь точка означает дифференцирование по vo, штрих дифферен-
цирование по Q. Подставив значение v 2, полученное из второго уравне-
ния (2.12), в первое, найдем, что т2 удовлетворяет уравнению вида

в котором AkQopo С2 (k~ 2Q~ 2 С2 С 2 С6). Из уравнений (2.12) и (2.13)
следует, что т 2 и V 2 представимы, с точностью до целых функций от v o>

\odx\dvo 1 = —ti -f (2k2Q 2) -‘ijvo

d\\d\~l =(2k 2Q 2) “ ! Cg v 0 ti + {k2Q2 )~l C£ (v O -C4), (2.8)

rfv,dv 0
->

= ~CSC~' v-'+ 5Cg 4 ~'(k*Ql) -4 -C,C| (A? Qg)

c5 =O,

или же выражение Т] (дЧ/, (! | /дто) + Ч^ o (q, v O , т 0 )

h{F) F 2n (e, vo, to) -f- vi ( dFn/dvo) ti ( dFn/dt) -)- V 2 {dF o/dvo) -f-
+ r2 {dFo/dro), (2.11)

Vi = sтl v 2 8-'*- 2Q-2 - Ctxlk^Q-'2 V-Ч- C 6, t, = 4-'t 2 v 0*- 2Q (72

VO VOT 2 =Vqt2 + TO Vy v2— Vy VITI +Vy Viti +Vy Q 2Ti TiO (2.12)

2vJv2 = -2кЩl х-3 т2 —v?vj-f vi + 3 JVе ? +«QoVen-

t 2 —vo (vo) 1 (Po ~Ь PiVo ~h •••) > (2-13)
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выражениями X2 po{v' 0)~ x lnv0 + ..., v 2 ■— —PoVoCfVvõ) -1 In v 0 + ..., ис-
пользуя которые совместно с решениями vO , т 0 получим, с точностью до
алгебраических функций от v O , значение /2 (4х 1 ):

Отсюда заключаем, что для существования алгебраического инте-
грала 4я необходимо, чтобы постоянные С 3 , С4 , С 6 , определяющие раз-
ложения переменных v ит в ряды по Я, соответствующих 4я и указан-
ному способу введения Я, удовлетворили хотя бы одному из соотноше-
ний вида

(2.14)

когда v 2 и v’2 как функции q обращаются в бесконечность, или же чтобы
функция Wq имела структуру

(2.15)

Проведенные вычисления теряют силу при kQ O =O, так как в этом
случае замена независимой переменной q на v 0 становится невозмож-
ной.

Окончательно можно’сделать следующее утверждение: необходимыми
условиями существования частного алгебраического интеграла уравне-
ний (2.1) при выборе ветви решений, соответствующей отрицательному
знаку в выражении для производной dvdg~\ являются или равенство
нулю постоянной площадей (Q 0 = 0 есть подслучай варианта интегри-
руемости Вольтерра), либо такие значения начальных данных решений
(2.1), что при двух различных Я-преобразованиях выполняется по край-
ней мере одна комбинация из трех условий, получаемая из пар (2.5),
(2.6); (2.9), (2.10); (2.14), (2.15).

Рассмотрим теперь второе многообразие решений и вернемся к урав-
нениям (2.2). Решениями уравнений (2.3) будут т0 = C 7Vq + am] ,

£= 1 C 7Vq -{- СB . Здесь, как повсюду, CL [i —7, 8) обозначают
произвольные постоянные интегрирования. Заменив независимую пере-
менную q на vo, получим для определения vi и Х\ следующую систему,
исходя из (2.2):

Введем вместо ti переменную v = Cj- X т ь что позволит составить
из написанных выше уравнений для vi и о систему Коши —Эйлера:

M^F 1 ) = Po(Vü)- 2 {(ö4/1 /ÖTO ) v0T (7 1 (ö¥ 1/övo)]lnv0 .

1. mict—c\c\= о
2. Сз =O,

'Fq (0> kQoQ VpTo) •

kQ OC-4~ l dxx d\~x -\-2kQ ox~ x vj kQ OC~x v~2 x x —kQodx{dx^x—-
— 2kQox~x q 2 -j- 2am x QokC~ x v~2 q-\~q{H t 0)

2 (d\0 ) 2 {dQ) - 2 dv\dQ~x =
—2№Ql C~3 v~ 6 T , + k*Q\ C7 v~B {Vo (k2x o +ao) +

.
2oiq C2 Vq ([Q 2 (to —h) 2]vo ~) 2&Qop (to h) )}.

dv\dv0 1-f v 0 Iv= Ф, (v 0)

Sviv^ 1 dv (dvQ)^"õ”1 = ( v o) -h k~ x Q^x f i (to) • (2.16)
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Здесь обозначено:

Характеристическое уравнение системы (2.16) имеет корни s {
=—2,

s 2 = 1, так что общее решение системы (2.16) можно записать в виде

где ri и. £ функции, подлежащие определению из (2.16). Для
/ДЩ’г)—-vi(ö4f 2o/öv o) + ti(öxF2 o/öto) из (2.17) получим значение Л =

=—6С 7l,{дЧг2о/дС 7), в котором производная D 7 составлена с учетом
выражений постоянных С 7 , СB , получаемых из значений v 0 иto как функ-
ций q. Функция £, как явствует из (2.16) и (2.17), определяется урав-
нением

Очевидно, что постоянная часть выражения в квадратных скобках
определяет логарифмическую особенность функции £ и устранить тако-
вую можно, лишь потребовав обращения последней в нуль, а это рав-
носильно на основании выражений fi (v 0) и Oi(vq) равенству
3 (am+ 2

— h) = 0 или же условию C 7D 7 —O. Таким образом,
для частных решений, принадлежащих второй ветви, справедливо утвер-
ждение, что для существования алгебраического частного интеграла
уравнений (2.1) необходимо выполнение одного из условий, соответст-
вующих вида

или же имеет структуру [3&Q O q — (t 0 am\)v o]}. (2.19)

Если ни одно из условий вида (2.18), (2.19) не выполняется для
искомых частных решений, то необходимо положить k = 0, когда вычис-
ления теряют силу.

ЛИТЕРАТУРА

1. Богоявленский А. А., Прикл. матем. и механика, 22, вып. 5, 622—645 (1958).
2. Ши ф ф П., Об уравнениях движения тяжелого твердого тела, имеющего непод-

вижную точку, Матем. сб., 24, вып. 2 (1903).
3. Кейс И. А., Вести. Московск. ун-та. Матем., механика, сер. 1. № 1, 72 (1965).
4. Кейс И. А., Вести. Московск. ун-та. Матем., механика, сер. 1, № 6, 62 (1963).
5. Н uss on Ed., Ann. Рас. sci. Univ. Toulouse sci. math, et sci. phys., 8, 119—152 (1906).

Институт кибернетики Поступила в редакцию
Академии наук Эстонской ССР 12/Х 1966

<t>i (vo) = 2k~2Q~ 2 {[Q (2 (to —h) 2]vo + 2kQO Q (t h)} +

+ 2 ~ l C~2 v-4 [vo(& 2to +a) + 2e(öito + Cj)]}

ft (vo) = 2kQov^ 1 Q 2 + 2am x C~ x v~ 2 /eQ 0 Q -\-{h to)ö-

vi = —i]v o 2 + Ti (CiVo) I= —2r\v0 2i—2^v0- (2.1/)

d'Q(dvo) ~1 = 6-■ 1 v-> [Ф , - k-' Q- 1 f' (vo)].

1) С 7 = 0
2) С 8 = 0 (2.18)
3) h am\ 0
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I. KEIS

ÜHE KINNISPUNKTIGA GÜROSTAADI LI IKUMISVÕRRANDITE
ERI INTEGRAALIDEST

Artiklis antakse menetlus Volterra, Lagrange’i, Hessi, Grioli ja Bobileffi integree-
rimisjuhtude eksisteerimiseks tarvilike tingimuste määramiseks. Esitatakse ka Bobileffi
integreerimisjuhu üldistus. Valemitega (2.5), (2.6), (2.9), (2.10), (2.14), (2.18), (2.19)
antakse rida tarvilikke tingimusi peateljel asuva raskuskeskmega gürostaadi jaoks.

/. KEIS

ON SOME PARTIAL INTEGRALS OF THE EQUATIONS CORRESPONDING
TO THE MOTION OF A HEAVY GYROSTAT AROUND A FIXED POINT

The paper presents a method of defining some necessary conditions for the
existence of the known cases of integration like those of Volterra, Lagrange, Hess,
Grioli, Bobileff (and extrapolating the latter mentioned). Several necessary conditions
concerning gyrostate with its centre of mass belonging to primary axis are described
in the formulae (2.5), (2.6), (2.9), (2.10), (2.14), (2.18), (2.19).
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	Рис. 2. Участок спектра водородной лампы, снятый со щелями по 0,1 мм.
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