
Э. РАЙК

МЕТОДЫ ФЕЙЕРОВСКОГО ТИПА В ГИЛЬБЕРТОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ

1. Нахождение общей точки выпуклых множеств

Пусть в гильбертовом пространстве Н даны выпуклые замкнутые
т

множества Qh Q2, ..., Qm такие, что пересечение Q== П O, тогда
i = 1

для нахождения некоторой точки пересечения Q можно поступить сле-
дующим образом.

Задаемся начальным приближением х° и строим последовательность
хп по рекуррентной формуле

где PkX n проекция точки хп на множество Q*, a k— n (mod tn) -f- 1

Тогда для любых xeQ выполняется неравенство ||х — хп+х \\ \\х х п \\,

т. е. последовательность (1.1) является фейеровской относительно мно-
жества Q.

В конечномерном пространстве последовательность (1.1) сходится к
некоторой точке пересечения х* e Q [ l ]. В бесконечномерном случае для
доказательства сходимости х п требуются дополнительные предположе-

т

ния, например Qi П П Q'! 0 [ 2] (Q/J означает внутренние точки мно-
( 2

жества Qi) . Это дополнительное требование можно заменить более об-
щим, а именно потребовать, чтобы множества {1 =l, 2, ..., т) об-
разовывали корректную систему множеств в том смысле, что из
р {хп

, Qi) -> 0(г=1, 2, ..., т) следует о ( хп, Q) —> О (см. приложение).
Для случая, если множества Q t - {i =l, 2, ... ,m) задаются неравен-

ствами gi{x) <0 {i = 1,2,..., т) , где £р(х) дифференцируемые и
выпуклые функционалы, И. Ереминым предложен другой метод построе-
ния фейеровской последовательности [ 3].

Согласно этому методу последовательность хп определяется как
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xn+l =xn + K{PkX n xn ), (1.1)

o<а<Х„<|3<2.

хп + \ =хп g. ' (12 .

где k— п (mod т) 1
gk(xn)+ = max (o,g*(x rt))
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или

(1.2')

Для решения системы линейных равенств аналогичный метод был пред-
ложен еще У. Хартом и Т. Моцкиным [4].

В конечномерном пространстве последовательность (1.2) сходит-
ся [ 3’ 4]. Для доказательства сходимости в общем случае требуется до-
полнительное определение. Назовем ограничение g{x) <O, задающее
множество Q— {х :g{x) корректным, если из того, что g(xn ) —>-j-0,
следует д(хп , Q) 0 (см. приложение и [s ]).

Теорема 1. Вели в любой ограниченной области
1) gi(x) выпуклы и дифференцируемы,
2) £й(х)<.o как ограничения корректны,
3) система множеств Q, корректная,
4) llg'- (х) || ограничены (( =l, 2, ...,

пг),
m

то последовательность (1.2) сходится к х*б Q =(T Q t -.

t=i

Доказательство. Заметим, что множества Q t (t = 1,2,..., tn).

выпуклы н замкнуты как множества, заданные выпуклыми и непрерывны-
m

ми функционалами gi{x). Тогда и множество Q = П Qi выпукло и
i=i

замкнуто.

В силу выпуклости функции gk{x) имеем при хп 6 Q k для любого
jc 6 Q k , а следовательно, их е Q

Имеем

Согласно свойствам скалярного произведения для любого хе Q

откуда no (1.3) следует \\x xn+l |i ||x — xn||, т. e. фейеровость отно-
сительно множества Q. Из фейеровости последовательности (1.2) сле-
дует ее ограниченность.

Выбрав в качестве л: проекцию точки х п на множество Q и обозна-
чив ее через Рхп

, получим

*я+l =хп
— ё'(И, где g(*) =JSgi{x)+.

(х хп
, gk (х")) <gk (х) gk {хп ) <— gk (хл ) <O,

а также (х-х^ 1 , g'k (хп ) ) =|х— х л + (*"), g'k (*")) =

=(х хп
, g'h (хл)) + Ыхп ) + < — Ы*п ) +gk{xn)+ =O.

(*-*»+>,*'•+>-*») =--Й; >O. (1.3)Hg’ftUn )ll 2

Цх хп \\2 = \\х хп+х \\2 -(- Цхп+l хл || 2 + 2(х xn+l
, хл+l хп ),

[о( xn+l , Q)]2 = i|Pxn+l х/г+l || 2 ||.Pxn xn \\2 \\x n xn+l |l2 =

= [д{х п
,

Q)]2 \\x n xn+l \\2 . (1.4)
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Расстояния q(x«, Q) образуют монотонно невозрастающую ограни-
ченную снизу последовательность, которая, следовательно, сходится:
о (я", Q) о> 0. А в таком случае из (1.4) получаем, что
\\хп хл+l ||—>o. Но

Из неравенства (1.5) получаем gk{xn) +—> 0; но тогда в силу коррект-
ности ограничения р(х н

, Q k ) —> 0 для любого множества Q*. Система
множеств Qi {i = 1,2, ..., т) является корректной, следовательно, и
q(xCQ)-> 0.

Докажем теперь, что фейеровская последовательность х п относитель-
но множества Q с дополнительным условием q(x", Q) —> 0 сходится к
х* е Q.

Зафиксируем е>o и выберем N 0 такое, что для любого n^NO.

\\х* РхЦ\ 8 ; для выберем N\ такое, что для любого n "^N\
\\хп PxN у ; аналогично для у и т. д.

Обозначив множество S 0 ={х ; \\х — Px N°\\ е}, Si ={х : \\х
Px N'\\ —}, получим, что F\ —SO П Si o. Множество F\ содер-

жит по крайней мере все члены последовательности, начиная с х‘у \ и
точку Px Ni . Продолжая процесс, получаем последовательность вложен-
ных друг в друга замкнутых множеств Fk Z) Fk+ 1

о 8где радиус замкнутого шара S k равен -fk и стремится к нулю, а каж-
дое множество F k содержит точку Px Nh и точки последовательности хп

,

начиная с xNk
. В силу полноты пространства Нх* = П Fit а хп^х'\

i=i
но тогда и Px Nh —> х**; х* х** 6 Q, так как \\хп Рх п О, что и
требовалось доказать.

Замечание 1. Метод Еремина, описанные ниже метод Еремина —Мазурова и
теорема 2 обобщаются и для недифференцируемых непрерывных функционалов. При
этом все доказательства и рассуждения переносятся дословно. Только под gk {хп }

следует понимать любой опорный функционал к функционалу gh{x) в точке х п .

Замечание 2. Теорема 1 справедлива и для последовательности, определяемой
по формуле (1.2'), а также и для последовательности

Если множества, на которые мы умеем проектировать, составляют только часть их:
общего числа, то последовательность хп следует строить, применяя как формулу (1.1),
так и формулу (1.2).

IU" +1 хп \\ =ii Sh. (х-± g' (х п) ii = Sh}xV) - • > Як^'-пл± (1.5)

где с sup II g'k(x) II ,R = {x: \\Рх° х\\ < ||Рх,° х°||}„
хе R

а х° начальное приближение.

к
Fk = П St С Sk

i= О

X7l+l X n Л и ■ р' (хп )

где o<а<:Я„ <: |э <2.
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2. Решение экстремальных задач

Рассмотрим сначала задачу для нахождения безусловного экстре-
мума.

В гильбертовом пространстве Н дан выпуклый и дифференцируемый
функционал /(х), достигающий своего минимума f*. Определим мини-
мизирующую последовательность

Если функционал /(х) — f* рассматривать как ограничение, задаю-
щее множество Q = {х : f{x) —/* то верна

Теорема 2. Если в любой ограниченной области ограничение
т- /*<.o корректно, a \\f' (х) Ü<Д с <^оо, то последовательность (2.1 )•

сходится к X* 6 Q.
Доказательство. Справедливость этого утверждения следует из

теоремы 1, если число множеств m принять равным единице.
Замечание 3. В конечномерном пространстве R n для любой выпуклой диффе-

ренцируемой функции, определенной во всем пространстве и достигающей своего ми-
нимума, условия теоремы 2 всегда выполнены. Следовательно, последовательность.
(2.1) в R n сходится.

Теорема 2 представляет интерес, потому что не любая минимизирующая последо-
вательность для данной задачи сходится, и именно для подобных задач были пред-
ложены методы регуляризации.

Непрерывный вариант метода (2.1) предложен в работе [6].

Перейдем к рассмотрению экстремальной задачи на условный мини-
мум. Требуется найти минимум выпуклого дифференцируемого функ-

т

ционала f{x) на пересечении выпуклых замкнутых множеств Q= П Qit
i= I

Qi o}. Если функционал f{x) достигает своего минимума
f* на множестве Q и нам известно минимальное значение f*, то эта за-
дача сводится к задаче предыдущего параграфа. Будем искать неко-
торую общую точку выпуклых замкнутых множеств Q; (/ —O, 1,2, ... ~

т), где множество Q0 =± {х : f(x) Пересечение этих множеств.
т

М П Qi состоит из точек минимума, т. е. для любого хе М f{x) = f*.
£=о

Для случая, когда значение f* не известно, И. Ереминым и В. Мазу-
ровым был предложен следующий метод [ 7]. Рассмотрим функционал
g{x) = max gi (х), который задает множество Q = {x;g(x) o}. Если

i
выполнены условия теоремы 1, то из g{xn ) —> 0 следует д{х п

, Q) —> 0.

По методу Еремина—Мазурова при произвольном начальном при-
ближении х° строят фейеровскую последовательность [для определен-
ности по формуле (1.2)] относительно множества Q. При этом из неко-
торых точек последовательности х п > совершают шаг по антиградиенту
функционала f{x)

(2Л>:

vii •+ l yti - 1. —С.-Д'—li— (2 2V1 ~ к' lIГ (xn j) ii ’ 1 j
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где tij натуральное число, выбираемое тем или иным способом для
каждого /. Здесь я,- определяется из условия g(xni ) <f Я/, О<Д Яо,

00

X/—> 0, —oo , Если выполнены условия теоремы 1, то такое число
/=0

rtj существует.
В работе [ 7] доказано, что для последовательности (1.2), (2.2) в ко-

нечномерном пространстве для линейной функции /(х) расстояние
р(хп , М) —> 0, где М={х : f{x) = f*, х e Q}.

Исследуем метод в более общем случае.

Теорема 3. Пусть выпуклый и дифференцируемый функционал
/(х) достигает своего минимума f* на пересечении выпуклых множеств

m

Q= П Q;. Если gi{x) выпуклы и дифференцируемы, ограничения
/=1

gi(x)<^ o корректны, система множеств Q,- корректна, Hgn (х) || ограничс-
-00

ны {i = 1,2,..., m) , Я/ -> б, Я,Д> 0 и Я/ =oo, то q ( хп
, Q) 0 и сущсст-

/=о
вуег такая подпоследовательность хп ц что f {x'ls )—> f*.

Доказательство. Выполнены условия теоремы 1 и, следова-
тельно, для Я/ существует я/ такое, что g(xn j) = max gi(xn j) Яу.

i
В силу корректности ограничений и корректности систем множеств
р(хД Q) 0. Заметим, что для элементов последовательности хп

, опре-
деляемых из (1.2), Q{xn+ \ Q) q(x", Q), а для элементов, определяе-
мых из (2.2), g(xn j +1

, Q) Q{xni, Q) + Я/. Из того, что Яу—>0 и
ö(xn j, Q) -»0, следует, что q(x", Q)—>o.

Покажем, что ИглДх") > /*. Рассмотрим некоторую точку минимума
П-r-Ои

хе М. Тогда в силу выпуклости f{x) и выпуклости Q
f (хп ) >f*+(Г (X) ,х"-х) > /* - Ilf (хД llо (х« Q ),

т. е. в пределе
lim f(xn ) > /*. (2.3)
П-*-оо

Осталось доказать, что найдется подпоследовательность х Пз
, для

которой limf(xns) /*. Допустим, что существует sf>o такое, что
S—Уоо

f{xn ) >f* -j- е для любого е . В силу непрерывности f{x) можно
указать 6Д>O такое, что f{x) Ее для тех х, для которых ||х х||

Õ. Для точек, определяемых из (1.2),
||x«+f— х|| 2 < Цх л х|| 2 , (2.4)

а для точек, определяемых из (2.2),
||хп+ 1 —х|| 2 = ||х'г+l —хп Д-хп х|| 2 =

= IIX й х|| 2 —)- ||xn+l хп \\2 -\- 2{хп+l х п , хп —х)

(х,и 1 X", х'г —X) = (х п + 1 хп
, х хп б

- {xn+l xn,6j——\) <—ö lixrt+l X я II.
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В итоге, помня, что по (2.2) ||хЭ +1 xrt i || = A-у, имеем

Выбирая N так, что А/<, õ для я/ > N, и складывая соответственно нера-
венства (2.4) и (2.5), получим

Это неравенство должно быть удовлетворено для любого т. Но это
противоречит тому, что ряд -Jjj X/ расходится. Учитывая неравенство
(2,3), получаем, что существует такая подпоследовательность х п\ что
lim f{xns)= f*. Утверждать сходимость д(хп

, М)—>o, как это сделано
S-+OO

в работе [7], в данном случае, вообще говоря, нельзя.

Выясним этот вопрос подробнее.
Рассмотрим задачу минимизации на множестве Q функционала f(x),

который достигает минимума на множестве Md Q. Пусть дана после-
довательность хп такая, что q(x'1, и f {хп)~> f* = inf f{x) . В лите-

xeQ
ратуре такую последовательность называют обобщенной минимизирую-
щей последовательностью о. м. п. [ s].

Теорема 4. Пусть дана о. м. п.; тогда, если выполнено одно из
условий:

а) пространство конечномерно, Q ограничено, f{x) непрерывная
функция;

б) пространство конечномерно, f(x) непрерывная функция и мно-
жество Q u ={х : f {х) —f* е} ограничено для некоторого sj>o;

в) пространство конечномерно, f{x) выпуклая функция, Q выпукло
и М ограничено;

г) f{x) линейный функционал , a Q задается конечным числом линей-
ных неравенств или равенств,

то q(x", М) —> 0.

Доказательство. Множества СД —{х : f{x) —f* и Q пере-
секаются по множеству Af = QDQi. Пусть выполнено одно из условий
а), б) или в). Тогда, как легко видеть, последовательность хп ограни-
чена. Но непрерывная функция в ограниченной области конечномерного
пространства дает корректное ограничение, следовательно, из /(х")-> /*

следует g(xn
,

Qi)—>o.
В рассматриваемых случаях пересечение СД ПQu ограничено, откуда

следует корректность пары множеств Q и (см. приложение), т. е.
q{x'\ М)-> 0.

Если выполнено условие г), то имеем М±=Q П Qb где Q\ = {х\ f{x)
—/* o}. По условию 3 (см. приложение) система множеств Q,
корректна, откуда следует q(x", М)—>o.

Следствие. Если в теореме 3 дополнительно выполнено условие в)
или условие г), то можем утверждать, что g(xn s, М) —> 0.

В заключение автор благодарит Б. Т. Поляка за ценные замечания.

||хЭ +1 х|| 2 ||xn j х|| 2 +А/ 26А/. (2.5)

гп гп
0 \\xn m— х\\ \\x n i xii 2 -j- У (У' 26) Цх"/—х|| 2 6 А,/.

i=i i-i
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Приложение

Перечислим основные критерии корректных ограничений и корректных систем
множеств.

Корректные ограничения [s]:

1) если пространство конечномерно, g{x) непрерывен и 5 = {х : е} ограни-
чено для некоторого е > 0;

2) если g{x) выпуклый, Q ограничено и существует х° такое, что g(x°Xo;
3) если g(x) выпуклый и ||g'(x)|| > в> 0 для всех х таких, что g(x)= 0 (здесь

g'(x) означает произвольный опорный функционал к g(x) в точке х);
4) если g(x) дифференцируем, Q ограничено, g'{x) удовлетворяет условию Лип-

шица и существуют е >O, o>o такие, что ilg'(x)ij > е при |g(x)|<^6;
5) если g(x)> 0 для всех х (т. е. Q {х : g(x) = 0}), g{x) дифференцируем, g'{x)

удовлетворяет условию Липшица и ||g'(x) il 2 > Kg{x), л> 0;
6) если g{x) равномерно выпуклый.

Корректные системы множеств [2 . 8]:
т

1) пространство конечномерно и для некоторого sД> 0 пересечение П Qu ограни-
£ = 1

чено; здесь Qie = {х ; ||х у\\ <7 е, у е Qi};
т

2) пространство конечномерно, Qi выпуклы и П Qi ограничено;
i =■• 1

3) все Qi задаются конечным числом линейных функционалов типа равенств и
неравенств (t = 1,2, ... , т)\

т т
4) Qi выпуклы, Q = П Qi ограничено, a Qi П П Ф 0;

I=l I=2

5) все Qi равномерно выпуклы, кроме, быть может, одного;

6) Q a выпуклы, Q- ограничено, а Q- f) (fj Qa )° 0> г Д е множество
a G А

а ф а
любой МОЩНОСТИ.
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E. RAIК

FEIERI TÜÜPI MEETODID HILBERTI RUUMIS
Hilberti ruumis H vaadeldakse kahte ülesannet: 1) leida mingi punkt kumerate

m
hulkade ühisosal Q= f) Qõ ~) minimiseerida pidev ja kumer funktsionaal f{x) hulgal Q.

i= i
Uuritakse mõningaid iteratsioonimeetodeid, kus jada xn on Feieri jada hulga Q suhtes,
s. t. mistahes xGQ kehtib võrratus !|v— x^+ x \\ il*—x n \\. Täiendavate lisatingimuste
olemasolu korral tõestatakse seda tüüpi jadade koonduvus.

E. RAIК

THE METHODS OF FEIER TYPE IN HILBERT SPACE
Two problems in Hilbert space are being considered: 1) finding a point in the

m
intersection of given convex sets Q= flQn 2) minimizing the given continuous and

/ =I
concave functional on the set Q. Two iteration'methods are being discussed. In both
cases the iteration sequence xn is of Feier type with respect to set Q, i. e. for all
xeQ are \\x—xn\\ : . With the help of some additional restriction the
convergence of the sequences is proved.
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