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Abstraktion. Robinson (1950), Melvin-Melvin (1951) und Kangro (1956) haben den
wohlbekannten Toeplitzschen und verwandte Sitze iiber Matrixverfahren verallgemeinert.
In ihren Ergebnissen untersucht man solche Matrixverfahren, deren Elemente bestimmte
Operatoren in gewissen Raumen sind. Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die entsprechende
Verallgemeinerung der klassischen Euler-Knoppschen und Rieszschen Verfahren. Dabei
werden verschiedene Bedingungen dafiir angegeben, daf diese Verfahren vom oo — S-Typ
sein sollen (o und 3 sind die Folgenrdume m x, cx oder lx). Unsere Resultate ergeben als
Sonderfille mehrere bekannte Verfahren und Bedingungen fiir Limitierung von Zahlenfolgen.

Stichworter: abstrakte Folgen, beschrinkte lineare Operatoren, Matrixverfahren, Verfahren
vom o — (3-Typ.

1. EINLEITUNG

Es seien o und 3 zwei Folgenrdume reeller oder komplexer Zahlen. Ist
z = (zx) € aund A = (auk) (n,k =0,1,...) eine Matrix mit komplexen
Elementen, so ist

yn:Zankxk (n:O,l,...)
k

eine Matrixtransformation der Folge € «, die wir durch y = (y,) oder
y = Az bezeichnen. Unter den hiufig vorkommenden Folgenrdumen
verstehen wir die folgenden 3 Raume: m = {z : sup,|z,| < oo},
= {z : lim, z, existiert} und! = {z : }__|zs| < oo}. Sind o und
B zwei dieser Folgenrdume, so bedeutet o — [, dal Az existiert und aus
(3 ist fiir alle z € « (kurz: ein Verfahren A ist vom oo — (3 - Typ).
Die Sitze fiir Konvergenztreue, Permanenz wie auch fiir die Eigen-
schaften wie m — ¢,l — cund ! — [ sind gut bekannt. Zu diesen Sitzen
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von Kojima—Schur, Toeplitz, Schur, Hahn und Knopp-Lorentz vergleiche
man etwa [176].

Robinson [7], Melvin-Melvin [®] und Kangro [°] haben die oben
erwdhnten Sétze iiber Matrixverfahren verallgemeinert. In ihren
Ergebnissen untersucht man abstrakte Folgen (Reihen) und solche
Matrixverfahren, deren Elemente bestimmte Operatoren in
gewissen Rdumen sind. Dabei verwendet man die Standardmethoden der
Funktionalanalysis.

Nach der Bereitstellung einiger Bezeichnungen, Definitionen und
Bedingungen in Nr. 2, wollen wir in Nr. 3 und Nr. 4 die
operatorenformigen  Verallgemeinerungen von  Euler—Knoppschen
und Rieszschen Summierungsverfahren definieren. Dabei geben wir
notwendige und hinreichende oder nur hinreichende Bedingungen dafiir
an, daf diese Verfahren vom av — [ -Typ sein sollen. Unsere Resultate
ergeben als Sonderfille die entsprechenden Verfahren und Bedingungen fiir
Limitierung von Zahlenfolgen. Bei einigen Behandlungsteilen kénnen wir
leider zum Beweis nur kurze Hinweise angeben.

2. BEZEICHNUNGEN, DEFINITIONEN UND FUNDAMENTALE
ERGEBNISSE

Der Folgenindex soll, wenn nichts Besonderes gesagt ist, von 0 an
laufen, und Folgenglieder mit einem negativen Index sind gleich 0 (auch
Nullelement #) zu setzen. Insbesondere schreiben wir

sup statt sup hm statt lim und Z statt Z

n—00
=01 £

und anderes Ahnliche.

Unter B-Raum wird iiberall ein Banach-Raum verstanden (zu diesen
Riumen vergleiche man etwa ['1°~'2]). Es seien X und Y zwei B-Riume
und L(X,Y') der B-Raum aller beschriinkten linearen Operatoren aus X in
Y (was auch als X — Y geschrieben werden kann).

Wir betrachten eine Matrix A4 = (A,x), deren Elemente A,; €
L(X,Y), und die Transformation

yroe YWy st (rb=gl] . .a)y (1)
k

die die Folge z = (zx) mitz; € X iny = (y,) mity, € Y transformiert.
Das kann man auch kiirzer y = Az schreiben. Von den Reihen in (1)
verlangt man dabei gewohnliche Konvergenz, was im Sinne der Norm des
jeweils betrachteten B-Raumes zu verstehen ist.
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Nun bezeichne myx, cx und [x die folgenden 3 B-Réume:

my = {w: sip |zx|| < o0},

Gx =t - lign:ck existiert im Sinne der starken Konvergenz}

die beiden mit der Norm
lzll = sup [z 2
und
Iy =T 3 I5e] =00
k

mit der Norm

lzll = > llzl.

k

Ferner verwenden wir folgende allgemeine Sétze. Zu den zwei ersten
vergleiche man [" ® %], die iibrigen stammen aber von Kangro [°].

Satz 1. Genau dann ist eine Matrixtransformation (1) vom cx — cy -Typ,
wenn

limA,xz = Az existiert (z € X;k=0,1,...), (3)

h,fnZA"’“x = Az existiert (z € X), 4)

Z ATk

gilt. Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt

sup
[lzx]|<1

= 0(1) (n,p=0,1,...) (5)

1i111nyn = Az, + ZAk(xk — Zy) (z = (zx) € cx),
k

wo T, = limy z.

Satz 2. Genau dann ist eine Matrixtransformation (1) bei
X = Y permanent, wenn neben (5) noch (3) und (4) gelten, wo A = I
wnd A =0(k=0,1,...]

Hier und iiberall weiter sind / und 6 ein Einheits- und ein Nulloperator
im X.
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Satz 3. Genau dann ist eine Matrixtransformation (1) vom lx — cy -Typ,
wenn neben (3) noch folgendes gilt:

| Ank|l = O(1) fydi= Qpigilge) (6)

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt die Beziehung

liTanyn = zAk-'Ek (z = (zx) € Ix),
k

wo die Reihe fiir ||zx|| < 1 gleichmdfig konvergiert.

Satz 4. Genau dann ist eine Matrixtransformation (1) vom lx — ly -Typ,
wenn eine von x und k unabhdngige positive Zahl M existiert, so daf3

Sl dmzl < Mliall  (z€ X;k=0,1,...)

gilt.
Ist diese Bedingung erfiillt, so gilt

Zynzz:kak = (zL) ety
n k

wo Gk e Zn Ank-

3. VERALLGEMEINERTE EULER-KNOPP-VERFAHREN

In diesem Abschnitt wollen wir von dem B-Raum £(X,X) und
irgendeinem Operator A € L£(X, X) ausgehen. Dabei ist fiirn = 1,2, ...
die n-te Potenz von A, in Zeichen A", definiert als

k. g ) ('€ X).

Fir A # 6 vereinbart man A° = 1. Demnach gilt fiir jedes
fejan == @, 170V sets

AMA™ o) mih 7 o e AT (N 2). (7)
Natiirlich gelten mit A € £(X, X) auch die Beziehungen:
AR EL(X) XY, (TR e (X, X)) e AHI 2 Nk e £(X, X)

fiir jedes c € C.
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Es sei (£,A) = (E,) eine Normalmatrix mit den Elementen
E.r € L(X, X), so daB

BIASH = A% (a0 labesi)s
A

Durch (8) definierte Matrix-Verfahren des Typus (1) wollen wir
verallgemeinerte Euler—Knopp - oder (£, A) -Verfahren nennen.
Wegen (7), (8) und der Analogie mit dem binomischen Lehrsatz

DAL — ) =A@ X)) e

k=0
gilt fiir jedesn = 0,1,... und z € X die Beziehung

n

Yo AR~ W) 1. 9)

k=0

Wir kommen nun zu den wichtigsten Eigenschaften des (£,A) -
Verfahrens.

Satz 5. Genau dann ist (€, ) -Verfahren (8) permanent, wenn

A+ 1T = All < 1, (10)

II—All <1 (11)
gilt.

Beweis. Die Giiltigkeit der Behauptungen erhélt man durch Anwendung
von Satz 2.

Weil X ein B-Raum ist, so gilt (4) mit (8) und A = I wegen (9) bei
jedem A € L(X, X). Fiir (£, A) -Verfahren bedeutet (4) insbesondere die
Gleichung

= 0.

lim
n

2": Eopx— Iz
k=0

Nach dem Satz 2 148t sich (3) mit A, =6 (k=0,1,...)in
lim || Epgz — 0z|| = lim || Epez]| =0 (2 € X) (12)

umschreiben. Wegen (}) ~ n*/k! und den Eigenschaften der Norm ist fiir
jedesz e X,n=0,1,...undk =0,1,...,n stets

IGARE - Ayl < JAIFI = A2l (13
T = n
Lo A = A =
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Aus der Konvergenz der Reihe Y, n* ||[I—A|" bei (11) ist
lim,, n*||I — A||" = 0 ablesbar. Daraus ergibt sich (12) mit (8) und (13).

DaB die Bedingung (5) bei (8) wegen (10) gilt, 1a6t sich durch folgende
Abschitzungen ablesen. Fiirjedesp,n = 0,1,...,(zx) C X mit||zx] <1
und den Eigenschaften der Norm gilt ndmlich

P

w0 EIANT = A) Tzl
< DO @IAILIL =A™ = (IAI+ 1 = Al

Deshalb ist klar, daf3

EE kXK

weil (10) vorausgesetzt ist.

Die Notwendigkeit von (10) und (11) ist ablesbar aus der (£,A) -
Summierbarkeit der Folgen (6, ... ,6,z,,6,...) (r bel.) und (%, £,...),
die die Grundmenge in B-Raum cx bllden

Somit wird der Beweis fertig.

Die Beweise von néchsten Sidtzen 6-8 verlaufen in den Grundlinien
analog zum Beweis von Satz 5 und deshalb sollen wir sie ablegen.

O(1) (ery=10,1,...);

sup
llzklI<1

Satz 6. Genau dann ist (€, \) -Verfahren (8) konvergenztreu, wenn (10)
gilt.

Aus dem Satz 6 erhalten wir, daB ein konvergenztreues (£,A) -
Verfahren nichtpermanent ist, wenn A = 6.

Satz 7. (€, A) -Verfahren (8) ist vom lx — cx -Typ, wenn (11) gilt.

Satz 8. (£, A) -Verfahren (8) ist vom lx — lx -Typ, wenn (10) und (11)
gelten.

Wir wollen noch einige Spezialfille von (€, A) -Verfahren betrachten.
Fir A = I geht (£,A) in das Konvergenz- oder Einheitsverfahren
& = (Enk) mit

0 = lafah ] i
IR MR R

tiber. Dabei gelten (10) und (11), so daB8 £ permanent ist.
Fiir A = 0 erhalten wir das & -Verfahren mit

o o T k=,
"k =Y 0 fiirk 0.
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Es gilt (10) (aber nicht (11)) und deshalb ist £ nichtpermanent. Das & -
Verfahren ist sogar vom myx — cx -Typ.

Mit A = M und A € Rergibt (£, A) das Euler—Knopp-Verfahren fiir
Anwendungen im B-Raum X. Bei X = C erhalten wir das bekannte
FE\-Verfahren deren Elemente durch

ank = (P)AF(L = A"

bestimmt sind (vgl. ['], §18; [3], §64).

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Behauptung, da3 unsere Sétze
5-8 bekannte Ergebnisse fiir das klassische E- Verfahren als Spezialfille
enthalten (vgl. etwa ['], §18; [*]).

4. VERALLGEMEINERTE RIESZ-VERFAHREN

Das folgende verallgemeinerte Verfahren enthilt mehrere bekannte
Summierungsverfahren zur Limitierung von Zahlenfolgen.

Wir wollen von den B-Réumen X, £(X, X) und einer Operatorenfolge
(P,) C L(X,X) ausgehen. Es sei (R, P,) = (Rnx) eine Normalmatrix
mit den Elementen R, € £(X, X), so daB§

R o=@ 0T ),
wo R, € L(X, X) durch
’RnZPka::I:v (e, 15 (%) (15)

k=0

definiert ist. Das damit bestimmte Verfahren des Typus (1) wird
verallgemeinertes Riesz- oder (R, P,) -Verfahren genannt.
Wegen (14) und (15) gilt fiir jedes z € X stets

‘Rnipkm — Iz

k=0

= 0. (16)

lim
n

In diesem Abschnitt konnen wir einige Eigenschaften des (R, P,) -
Verfahrens nur noch formulieren.

Satz 9. Ein (R, P,) -Verfahren (14) ist permanent, wenn

HRn”Z”Pk” :O(l) (TL:O,].,...), (17)
k=0

lim [|Ry|| = 0 (18)

gilt.
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Beweis. Die Behauptung erhélt man durch Anwendung von Satz 2.

Es ist klar, daB (4) mit (14) und A = [ fiir jedes P, € L(X, X) gilt,
weil der Grenzwert (16) wegen (15) existiert. Weiter ergibt sich aus (18)
fiir jedes z € X,k = 0,1, ... und aus den Eigenschaften der Norm, daf3

0 < [|Rukz — O[] < || Pyl - [|]| - | Rnll — O.
Deshalb existiert lim,, R,xz = 6, und damit gilt (3) mit Ay, = 6.

DaB (5) bei (14), (15) und ||zx|| < 1 wegen (17) gilt, 148t sich durch
folgende Abschitzungen ablesen:

p
. Rn Z PkIEk
k=0

Satz 10. Ein (R, P,) -Verfahren ist kovergenztreu, wenn (17) gilt und ein
R* € L(X, X) existiert, so daf

P n
<Rl D NPl - llzell < 1Rl Y 1Pk

lim ||R, — R*|| = 0. (19)
Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt

li1rln RN ZPk(:vk —Ty) + T (z = (zx) € cx),
k

wo z, = limy, x;, ist.

Die Bedingungen (18) und (19) mit der starken Konvergenz von
(R,) € L(X,X) versichern auch die punktweise Konvergenz der Folge
(R.), doch nicht umgekehrt. Es ist aber erweisbar, daB die fiir cx —
cx notwendigen Bedingungen mit der punktweisen Konvergenz von (R,,)
verbunden sein sollen.

Fiir die Folgen des B-Raumes X sind auch solche (R, P, ) - Verfahren
anwendbar, wo P, = pp] mitp, € Cund R, = (3 _, px) 1 ist.

Bei X !l= G, Pyi= Spe mitipg. ven € und- Ryafstspo(elarhmgr!
erhilt man aber das klassische Riesz-Verfahren, damit auch die Spezialfille
wie das Cesaro-Verfahren (', das logarithmische Verfahren [ mit p, =
(k + 1)7!, das Zygmund-Verfahren (Z,a) (@ = 1,2,...) mit p =
(k+1)* — k* und das (R, a™) -Verfahren mit @ # 0 und a # 1.
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MONED ULDISTATUD MAATRIKSMENETLUSED

Anneli NAPPUS, Tamara SORMUS

Olgu X ja Y kaks B-ruumi ja £(X,Y) koigi ruumist X ruumi
Y toimivate tokestatud lineaarsete operaatorite ruum. On vaadeldud
operaatoritega A,x € L(X,Y) (n,k = 0,1,...) médratud iildistatud
maatriksmenetlust A = (A,x), mis teisendab jada z = (zj) elementidega
zx € X jadaks y = (y,) elementidega y, € Y valemite (1) jérgi.
Seejuures on arvatud valemite (1) read koonduvaiks (hariliku koonduvuse
mottes ruumis Y') ja kirjutatud lithidalt y = Az. Varasemas kirjanduses
on tuletatud tingimused selleks, et menetlus A oleks o — [-tiilipi,
kus o ja B on jadaruumide my, cx vOi lx teatavad paarid. Menetluse
konservatiivsuse ja regulaarsuse kiisimusi on kisitlenud mitmed autorid,
nagu H. Melvin-Melvin, K. Zeller ja G. Kangro.

Kéesolevas to0s on defineeritud operaatorikujulised iildistused Euleri—
Knoppi ((8) punkt 3) ja Rieszi ((14) ja (15) punkt 4) menetluste puhul
ning tuletatud tingimused nende menetluste regulaarsuse (teoreemid 5,
9), konservatiivsuse (teoreemid 6, 10) ja teiste « — -tiilipi omaduste
(teoreemid 7, 8) kohta. Defineeritud iildistatud menetlused ja tdestatud
teoreemid sisaldavad erijuhuna vastavaid klassikalisi maatriksmenetlusi
arvjadade summeerimiseks ja teoreeme nende menetluste kohta.
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ON SOME GENERALIZED SUMMABILITY METHODS

Anneli NAPPUS and Tamara SORMUS

The present paper is devoted to the generalizations of some classical
summability methods from the point of view of the generalized concept
of summability. For this purpose the results obtained by Melvin-Melvin
(Proc. London Math. Soc. (2), 1951, 53), Zeller (Theorie der
Limitierungsverfahren. Springer, Berlin, 1970), and Kangro (Izv. AN
ESSR. Fiz. Matem., 1956, 5) for the summability of sequences in
abstract spaces X by the summability methods defined by matrices of
bounded linear operators are used. The operator-form generalizations of
classical Euler—Knopp and Riesz summability methods are introduced. The
conditions under which these methods will be of @ — [-type (where o and
B are any of the sequence spaces my, cx or lx) are also given.
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