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ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ СЛАБО-СИНГУЛЯРНОГО
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ

(Представил Г. Вайникко)

Рассматривается линейное интегральное уравнение второго рода

u{t)= J a(t, s)yc{t s)u{s)ds-\-f{t), (1)
0

в котором xeCm-1 ([ —b,b]\{o}), причем при — b^t<C o и
0 справедлива оценка

|к(т“ 1) (01<Ф|-Р >
0<р<т, (2)

где (3 дробное число.
В [ l-7 ] показано, что если f(=C m[o, b] и s) =l, то особенность

функции x(ft )(/) влечет за собой особенности такого же порядка
(&-fl)-ro производного решения в обоих концах отрезка интегрирова-
ния, а внутри промежутка (0, Ь) решение m раз непрерывно диффе-
ренцируемо. В случае достаточно гладкого по обоим переменным коэф-
фициента a{t,s) как это видно из [8~9 ], характер особенностей произ-
водных решения останется таким же.

В настоящей работе изучается случай негладкого по параметру s
коэффициента a{t,s). Отметим, что краткий исторический очерк и биб-
лиографические замечания к решению слабо-сингулярных интеграль-
ных уравнений даны в [ 9 ].

1. Предположим, что a{t,s) m раз непрерывно дифференцируема
на [O, ö]X[o, d] и [O, b]X[d, b] и целое — наименьшее,

dvпри котором a(/,s) имеет при s=d (o <id<cb) разрыв первого
рода. Введем класс функций

£Р= ju е С[o. 6] п 0(0, b) п 0((0, b)\{d] ) :

I w(m) (0 1 1

Снабженное нормой

1Д(Ь -„-г
IФ<l

класс превращается в банахово пространство.
Справедливы следующие утверждения.
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Теорема 1. Пусть и пусть выполнены предположения о
функциях x{t) и a{t,s). Если уравнение (1) имеет интегрируемое ре-
шение и, то и^Еs.

Теорема 2. Пусть /еСт[ О, Ь], выполнены предположения о фун-
кциях х (/) и a{t,s) и, кроме того, в окрестности нуля справедливы
оценки снизу

|x( ft )(/) \^ch \t\-y+™-i-\ o<|*|<6, k=o, 1, ..., m— 1, (3)
где c fe = const>o, a у удовлетворяет неравенствам

P (m (4)
Тогда для тех k=1,... , m, для которых x(fe_l) (/) уже имеет при t— О
особенность, имеют место представления

uW{t)=u{o)a{t,o)KOi-V{t) u(b)a{t, — b)+vh (t) +

+(" 1)г ( А 7‘) u{d) [-^ra(t ’ s) !.=««-
-

где v h Cm- h {{o,b)\{d}),
причем

Vk{t)
_ r vh {t) vh {t)lim—=0, hm ——-г- “=O, hm ---■■■ —= 0.

t-yo+ 1) p-d|->o x(ft Ip){t d ) t-+b- у — b)
(6)

В случае k — l—р<o последнее слагаемое в выражении (5) отсутст-
вует.

Теорема 2 говорит о том, что (/?+/)-я —р) производная
решения уравнения (1) при t-+d и t-*-d-j- имеет такие же особен-
ности, как функция х(г-1) (/) соответственно при /—И)

— и /-Д)+. Дока-
зательство этой теоремы построено в пункте 5.

Доказательство теоремы 1 основывается на следующем результате
(см. [ 9 ], с. 10):

Пусть Е и Е\ банаховы пространства, причем Е непрерывно и
плотно вложено в Е х . Пусть Т : Е->-Е и К : Е l-^Е 1 линейные вполне
непрерывные операторы, причем Гси/С является сужением оператора
К на Е. Если уравнение с f<^EczE x разрешимо в Еи то его
решения принадлежат Е.

Положим Е=Еsи£l=L 1=L l [o, b],

{Ти) (t) =/ а (/, s) х {t s)u{s)ds, и(= Е$
0 , на

и
ъ

{Ки) (/) = / a{t, s)x(/ s)u{s)ds, «еД !
О -

Полная непрерывность оператора К : L\-+L\ в условиях (2) очевидна,
доказательство полной непрерывности оператора Т в Е$ вынесено в
пунктах 2—4. Применение этого результата дает, что в случае
решение уравнения (1) принадлежит Е&.

2. Заметим, что из (2) вытекают неравенства

|х< ь)(0 Кс Л(|г|-Р+™-1“Ч-1), k=o, 1, ..., m— 1, (7)
которые в дальнейшем будут неоднократно использованы.
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Введем следующие обозначения
a-{t,s), O^s^d,

dfo7(<.s), o<ss£d,

г 4

и интегральные операторы
ъ d

( TiU ) (/) = / di{t, s)u{t — s)u{s)ds = J a~{t, s)yi{t s)u{s)ds-\-
0 0

b
■+ fa+ {t, s)x{t s)u{s)ds, i=l, ...» tn.

d

Ясно, что сопряженный к Tt оператор Т * выражается в виде
ъ
faT(t,s)n(t s)u(t)dt, O^s^d,

(Т*и ) (s) = / di(t, s)n(t s)u{t)dt=< 0

0 faf(t,s)x(t s)u(t)dt, d^sz^b.
оV

Предложение 1. Для справедлива формула
(:Tu)'{t)= {Tu') {t)+ {Tiu) (t)+u{o)a{t, o )x{t)—u{b)a{t, b)yc{t b)-\-

+u{d) [a+(f, d) a-{t, d)]x{t —d)., (8)

Доказательство. Заменой t—s = o запишем Tu в виде
t-d

(Tu) (t) =—/ cc~{t, t — o)n{a)u{t — a)do
t
t-b

/ a+{t, t o)yi{o)u{t a)da.
t-d

Известное правило дифференцирования таких интегралов дает

(Tu)'{t) =—J \a~{t, t o)%{a)u{t —a) +

+a~{t, t a)n{a)u'{t a)]da—[a-{t, t a)x(a) u{t a)]J=J“ d

|>+(f, t o)%{o)u{t —o)YaZ\Zb
d I o)yi{o)u{t —a) +

t—d

-\-a+{t, t g)k{g)u'[t o)]do.

Вернувшись в подынтегральных членах к переменной s, после неслож-
ных преобразований приходим к формуле (8).

Предложение 1 доказано.
В ходе рассуждений нам понадобится понятие обобщенных про-

изводных (см. напр., [ 10 ]). Обозначим через <2, ф> значение обобщен-
ной функции г на бесконечно дифференцируемой финитной вQd
= {(0, b)\{d}} функции ф (основные функции). Отметим, что если т-я
обобщенная производная D mz<=C{o,b), то г дифференцируема и в
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классическом смысле,, и обобщенная производная совпадает с класси-
ческой; Omz =z{m\ Для основных функций ф справедливы следующие
равенства (см. [ 9 ], с. 13):

(9)
2=io

При выводе формулы для высших производных от Ти будем пред-
полагать, что пе£Р имеет особенности только в точке de (О, Ь).

Пр едложение 2. Пусть т^2,
wgD>[o, b] П О([О, b]\{d}), uM{o)=uW{b)=o,

I« (т) (/) I с (I / dl-P+P+l), *€= {[o,b]\{d}}, (10)
o<(3<m.

Тогда для k= 2, . . . , m справедлива формула

{D4u) (/) = (*) { / g~k (t, s ) «») (s)ds+ / g+
ft
(/, s) «(*) (s)dsj +

i=o V 0 d J

+ (—l) ft-‘u(d){ ]s_d
-

где
g%h (t,s)=a*{t,s)K{t -rf),

sfA (<• s) =at< (t.sMt-s)- -

j=o J •

t=l, .• •, 6—l,

(0 (s 7i d)-J
"' (12)

j=o ■

+~,
Г di{af (t, s)x(t —s)) 1

~
. . .x±.(/)= U— 3 t¥=d,го 4 7 L J s=d

Доказательство. Для любой основной функции ф в силу (9)
имеем

(D h Tи, ф)= (—l) ft <rn, Дкф)= ( — l) fe <n, Г :г'Д й ф) =

= (—l)*/ w(s) (s)ds =

о
ь ь

= (-i)‘/«(s)[i; (-!)*-<(*) (s)]ds=/«(s) (r;<p)(s)ds+
0 г=Ю 0

d

+ -Щ (») - Щ («) ]*+
г=l 0

Ъ

+ 2 (-1)‘ (*) / <Ф) 4г [(Ц_
(

<р) (S) - ЦЩ)]*,
г=l d
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где ü± (s) произвольные многочлены степени i—l. Мы их выби-
раем так;

г-if di 1 is d)i . . , ,‘=>

3=o

, . tff Ф w J (s-d) j
U
M (s) =JS I < s) J_*t 7T ■

3=o

Тогда для i= 1,2, .. . , k—l функции (T*_/cp) (s) —°f;fe (s ) иих ПР°"
изводные до порядка i —l включительно обращаются в точке s\=d в
нуль; при i=k аннулируются производные до порядка k —2. Учитывая
(10), интегрированием по частям находим

ъ
{DhTu, ср>= / u(s) (Г*ф) (s)c/s:+

о
d

ч-i; (*)/^ i) (s)[(Tu^)(s)-v- k <s)]ds+
i= l 0

b

+ {*)/ {s) —v+
iih {s)]ds-f

г=,l d

Г dh~l Is=ci+.(-11 s=ci-

+.(-1)а {«Ь)^гГ [Щф)(Щ} B_o +

f rfh-l 'j s=b
+ (-I)ф«(Л^=Г [(Ц<Р)(s)]} !_,+

.

остальные внеинтегральные члены аннулируются. В интегралах
ъ

J cr(t,s)K{t s)<p{t)dt, O^s^d,(rjp)(s)=|% ‘

J a+{t, s)y,{t s)y{t)dt,
о

интегрирование в действительности происходит по носителю supp
и при s= d аргумент t—s функции х(/—s) отделен от нуля. Это позво-
ляет вычислять производные при s=d дифференцированием под зна-
ком интеграла:

ь

ъ
= 1

о

Проделав соответствующие подстановки, имеем
d Ъ

<D h Tu , ф)= J u(s) Ja~{t,s)yi{t s) ф (/) dt ds-\-
oo
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b b

Jw(s) fa+{t,s)n{t s)y>{t)dt ds-{-
d 0

d b

+U i k .) J { Ja {t, s)K{t s)y{t)dt
i= l

' J
0 ''O

b

jyr
itj

{t)4{t)dt± ———

j=о 0 J •

d b

+ / «(ft) (s) {/ [ s)X (/ —s) . Ф(ods+
0 Vo j=o ’ 1' J

b b

+JŽ M(i) ( S ) {/ at-z
г=l d 0

b

i==o о "

ь b

+ / w(ft) ( s ) {/[ aJ (*’ s ) x (* —s) (Oi
(S ] Ф(o ds+

d 0 j=o ’ ’'

b

+ (—1 ) h u{d) j [x- fe_t (0-х+ы
'0

В обозначениях (12) это можно записать в виде

ь
<D'-7X4)>=!(-l)*«(d) / Iк, н (<)-и{ ы (o]Ч>(o<«+

О

d b

з- i; ( *) / { Js)cp(o^|uli)(s)ds +

г=o О '‘О
Ъ Ь

.+ Д?(*)/{/ g+k (<,s)4>(od<}«<*)(s)dä. (13)
г='o d О

Установим правомерность изменения в последних интегралах порядка
интегрирования. Достаточно показать, что сходятся двойные инте-
гралы

fS\*4s)\\BT,h (t,s)\Wd)\dsdt и /7l“(i, (s)l
00 0 d

или любой из соответствующих повторных интегралов. Из (10) сле-
дуют оценки

I M(i) (s) | \s —d I 1 ) i=o, 1 Ш, (14)
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аиз (2) и (7), что

\gf0 s\-^+m- 1

\gfk
( t, s) 1 —{\t </|-P+m-i-i-f-l) (s d)i),

3=o
i= 1, k-\, (15)

\sth( t’ s )^c (\ t~s )-P+m (|f d|-P+»«-j-i+l) (S d)o-
j='o

Но эти оценки слишком грубы около s= d. Трактуя Sfh
(^ s ) как

остаточные члены формулы Тейлора для функций а±_ (t, s)x{t —s ),

можем оценить

I«7 Л <*■ Ч I К-< С. е)*«- s)J |(s ~d)
’

< gt s > i [Д-i «)««-«)] ■ (ssr -

■

откуда для близких к d переменных s (| s— получаем

|в±Д<,«)|<с(Н — d|-w«-i-<+i)( s _ d)i, i —0, 1 А—l, (16)
d I -!>+“-*+ l)(s d) ft

. (17)

В интеграле
t-\-d

I I \gT h (t,
0 ’ 4

0 t+d'
~2~

X(\glk (t,s)\{\s-d\-fi+™-i+p+\)ds), i= o. 1, .... ife

для воспользуемся оценкой (16) или (17), а дляo<s< {t-\-d)/2 оценкой (15). Аналогично поступаем с интегралом

I l«(i) (s)l \gfh (t,s)\ds.
d

Несложный подсчет показывает, что

I |WW (S) | | gT h {t, S) \dsšgc{\t d|2(m-P)-i+p^.i),
0

/ |«6)(s) | |g+ ft ( t, s) |ds<c(|/ rf|2(m-p)-i+p_|_l^
d

Теперь, учитывая финитность функции ф, заключаем, что повторные
интегралы

/{/ I I S7,k i^ s )\ds\y(t)dt и I \g+k {t,s) \ds\y{t)dt
0 % ’ 0 K d

сходятся.
Поменяв порядок интегрирования в (13), имеем
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<ZWm,<p> = (—1 ) h~l u{d) fK|H (O-x'iH (o]<p(o^t
о

fg~ h {t,s)u(i ){s)ds+Jg+k
{t,s)uW{s)ds\y{t)dt

0 г=o V О Л
J

откуда, ввиду произвольности ср, вытекает утверждение предложения 2.
Из проведенных оценок следует также сходимость интегралов в

(11) и неравенство

| {D*Tu) (t) - H)w«(d)KiW (O-.x“ w (o]|<

<c(|f rflatm-py-Ä+P+i), 2

Функции gr± (/, s) непрерывны при t¥=s, t=£d, а особенность при
t—s суммируемая. Легко видно, что интегралы в (11) представляют
собой непрерывные при функции. Таким образом, производные
D h Tu в (11) в действительности классические.

3. Обозначим через подпространство банахова пространства
состоящего из удовлетворяющих условиям (10) функций.

Предложение 3. Оператор Т переводит Ed s вЕ$ и вполне не-
прерывен между этими пространствами.

Доказательство. Известно, что слабо-сингулярный интеграль-
ный оператор действует и вполне непрерывен в С[o, Ь]. В предложе-
нии 2 установлено, что для существует производная
dm

( Ти) (/) в (0, d) ив {d, b). В силу (18)

dm

{Ти) (t) - К<
— d|(m-P)-P+p-f-i),

а в силу (7), (12) и предположения о гладкости функции a(t,s)

1К.П.-1 (о - (01 =| 2(Г 1 )Цг ‘“+ s > uX
i=o

flm—i—i Лг Л?тг—l—l i 'j I
Х~з —s) —~=-r-a-{t,s) Xi Г- -y.it —s) Иdsm *~г 4 7 s==d dsl 4 7 s=d Q 1 4 ' \s=dj |

7?i—1 Лт-1-г
<

i=p

Значит, T переводит в
Докажем полную непрерывность Т : Пусть {ип} ограничен-
ная в Е$ последовательность. Это равносильно неравенствам (14) для
ип с независящими от п постоянными щ. Для доказательства компакт-
ности {Ти п} в £Р, нам удобно установить компактность последователь-
ности {Tu n-\-Zn} В £Р, где {zn} с

МО = (—1 ) mun(d)Jdt...J [x+ m_1
(/) x~ m_i

(*)]<**

о о
I I

m интегрирований

компактная последовательность в Еs. Отметим, что z(m){t) =’п ' 7

( — l) m«n (d) (f) — (/)]. Для установления компактности
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некой последовательности {у п ) вЕР достаточно показать, что последо-
вательности {у п ) и {[/Р-(-|/ — d\V~P-\-{b —t) V] (t) } компактны в
С[o, Ь]. Поскольку последовательность {Tun-\-zn } компактна в С[o, Ь],
то дело сводится к доказательству компактности последовательности
[ dm 1j \t

dm
в оценках для - (Tu n-\-zn ) доминирует только величина 1 1— d\
и мы можем № и ( b —t) V опустить.) Последнее, в свою очередь, можно
с учетом (11) свести к установлению полной непрерывности интеграль-
ных операторов G~ : Loo[o, d] -> С[o, d] иG+ : Loo[d, b] C[d, b] , где

{o^v)(t)=fG-(t,s)v(s)dsи
0 d

Gf{t, s) =\t d\t-pg± {t, s)(|s d j -P+p+™-i-f 1), i= o, 1, ..., m.

Ядра G±{t,s) имеют особенности при s=dи s= t. Из оценок (15),
(16) и (17) вытекает, что

|Gf(*,s)|<
f(|s рИ | s
l(|/ — s|~|3+m~1 -)-l при |s d\>\t d\/2,

/=O,l, ... ,m. (Мы учли, что \t—d |>o, во втором случае.) По-
скольку —ф-f-m—l>—l, особенности G±{t,s) слабые и полная не-
прерывность G{ ; Loo[o, b] С[o, b] устанавливается стандартным об-
разом подавлением особенностей (см. напр. [ 9 ], с. 19).

Предложение 3 доказано.
4. Предложение 4. Интегральный оператор Т переводит про-

странство Е$ в себя и вполне непрерывен в этом пространстве.
Доказательство. Кроме E<fi введем еще подпространства

и состоящие из функций, удовлетворяющих условиям
И€=С[o, Ь]ПО(O, Ь], uM{d) = uW{b)= 0, £=o, 1, ..., т,

| w(m) (t) I в и

и е С[o, Ь] П £>[o, Ь), =ud){d) =O, /=0,1,
...,

т,
| ц(т

Проводя аналогичные пунктам 2—3 рассуждения (см. также [9 ], § 1),
ясно, что Т переводит £OР вЕ& и Еь р вЕ$ и вполне непрерывен между
этими пространствами.

Зафиксируем две какие-либо функции е, /ieC°°[o, b\ такие, что
e{t) = 1 для /е[o, d/3] и e{t\=o для t<=[2d/3, b], a h{t)= 0 для
Iе[o, & -2(&-ф/3 и h{t)= 1 для t(=[b— (b d)/3, b] . Любую
функцию це£Р представим в виде

u=v-\-w-\-z, v '0 ь
ш=(l —e —h) (20)

Тогда Tu^Tv-YTw-\-Tz (= £Р, т. e. оператор T переводит в себя.
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Если {ип } ограниченная вЕР последовательность, то по формулам
(20) полученные последовательности {vn }, {wn }, {zn} ограниченные,
соответственно, в ЕO Р, иЕЕр . Следовательно, { Тип }, {Twn } и
{Tzn} компактны в ЕР. Это доказывает полную непрерывность опера-
тора Т в ЕС

Отметим, что аналогично (18) для функций ügE0p и спра-
ведливы неравенства

| {D4v ) (0 - (_ 1) ‘-‘и (0) ход-i(0 |<с(№-*»-*+l),

| (D k Tz) (t) ) ftz(b)xo,ft-l(/)|^C((ö—i)2(m-3)-ft+ l) )

где

(0 =■ К ('• П* (< - S )] s=o ,

(22)
sfc,»-i(o=-jjp-r[oJ(<,s)x(i —s)] s=t , ....

m.

5. Доказательство теоремы 2. Пусть /еЕР (позже это условие уси-
лим), а «(/) решение уравнения (1). По теореме 1 м(/)еЕР и диф-
ференцированием (1) находим

dh
M(Ä) ( / ) =s ‘^r(7,“)(0-H-/(k) (0. o<f<6, k=2, ..., m.

Представив «(/) в виде (20), получим
dk Яft

«(й,(O НО (o+дг Н») НО (0+Р(0.

Из неравенства (18) для aiefrfi5 и (21) имеем

d" -

(Га)) (0 = (-1)‘-‘а» (d) [«+»_. (0 ~ (0 ] +

dk

где ц(0)=м(0), w{d) = u{d) и z{b) —и{Ь). В силу предположения
гладкости функции a{t,s) получим (см. также (19))

/' Ь 1 \ Яр Яс^—l—Р
=

р )дгК(O)-«;(0)1^*(г-*)
.=„

+

+0(х^(/- d))
и с учетом (22)

ко, fc-1 (t) = (-1) на;(С 0)хМ(/) +0 (x( fe-2) (/))

xo.ft-i(0 = (( —l ife-4+ a Ь)ъ№ {t b)+Ö(x( ft“ 2 )(/ ö)).
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Итак,
uW{t) = u{o)a-{t,o)ySb-V{ty u{b)a+{t, b)^h {t b)f+Zfe(o!+/(ft) (o4-

+u(d){k ~ l ) _

где Zh{t) некоторая непрерывная на (0, d) и {d, b) функция, такая,
что

\zk (*2(m-P)-Ä +ll _d|2(m-p)-ft+p,_|_ (ft /)2(m-p)-ft_p | x№-2) (/) | _|_

+ j j_|_| x(ft-2)(^—ft) I).
В силу неравенств (3) и (4) отсюда следуют предельные соотношения
теоремы 2 при Vh{t) =Zk{t) . Таким же предельным соотношениям удов-
летворяет если feCm [o, Ь] или даже если f<=Ea с а<у, где у
из (3). В результате приходим к представлению (5), (6), где
u h {t) =Zk{t) Для k—\ соответствующее представление следует
из (8).

Теорема 2 доказана.
6. Замечание 1. Мы не предполагаем однозначной разрешимо-

сти уравнения (1). В случае f= o теоремы 1 и 2 дают оценки произ-
водных собственных функций интегрального оператора в (1).

Замечание 2. Теоремы 1 и 2 справедливы и в случае, где |3
целое число (o<р<т). Тогда оценки (7) верны для всех производ-
ных, кроме производной порядка k =m—l—(3, для нее из (2) вытекает

|*(*)(/) <Сс,(| In |*Ц + 1).
Соответственно, должно несколько отличаться поведение низших про-
изводных функции u{t) в пространстве Е&.

Замечание 3. Аналогичные теоремам 1 и 2 утверждения спра-
ведливы и в случае конечного числа ( N ) линий разрывов по s произ-
водных коэффициента a{t,s), причем наименьшие числа {i=
=l, ...

, N), при которых õPia{t, s) /dsPt имеет при s= di разрыв
первого рода, могут быть различны (O^p^P).

Замечание 4. Если (3) имеет место с у= (3, то оценки произ-
водных решения интегрального уравнения (1), установленные теоре-
мой 1, точны по порядку.
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P. ÜBA

KATKEVA KORDAJAGA NÕRGALT SINGULAARSE INTEGRAALVORRANDI
LAHENDI SILEDUS

Vaadeldakse lineaarset II liiki integraalvõrrandit
ь

u{t)— Ja{t,s)x{t s)u{s)ds-\-f{t), o^.t^.b,
о

kus vabaliige f{t) on piisavalt sile (/ <= C m [o, b], 1), aga funktsioonil x(iHQ
—1) on punktis t= 0 integreeruv iseärasus. On teada, et a(t, s) eC m ([O, b] XX[o, ö]) korral võrrandi lahend u{t) on vahemikus (0, b) m korda pidevalt diferentsee-

ruv, aga käitub lõigu otspunktide lähedal nagu x(ft-1 )(f) nullpunktis {i^Zk —1 sg:
—1).

Käesolevas artiklis on nõrgendatud tingimusi kordajale a(t,s). Nimelt eeldatakse, et
õp

p on vähim täisarv, mille korral funktsioonil a s) on sirgel s— d
I õsp

esimest liiki katkevus. Selgub, et sellisel juhul käitub võrrandi lahend u{t) П
ПC m ((0, b)\{d} ) lõigu otspunktide ümbruses nagu varem, aga punkti t= d ümbruses
käitub funktsioon ul~P +, '>{t) —p) nagu funktsioon x(i-1) (f) nullpunktis.

P. ÜBA

THE SMOOTHNESS OF SOLUTION OF WEAKLY SINGULAR INTEGRAL
EQUATION WITH A DISCONTINUOUS COEFFICIENT

We examine the differential properties of the solution of the linear integral equation
ь

u{t)= J a(t,s)x{t — s)u{s)ds-\-f{t), o^t^.b,
о

where x e and, for —b^.t< o and 0< Ix*”1-1

is valid with 0 <(3<m.
It is well known (see [ l-9]) that in case of /<=C m [o, b] and a{t,s) 6Cm ([o,i]X

X[o, b\) a singularity of x(h-1 )(f) at 0 determines the singularities of the
same order of at 0 and b.

In this paper we study a case with weaker conditions on a{t,s). We assume that p
dp

is the least integer, by which the function a{t,s) has the first kind discontinuity
dsp

on the straight line s= d (Ocdcb). We prove that, in addition to singularities at the
end points, the (p+/)-th derivative —p) of the solution u{t) behave at the
point d as the function х(г-1 )(/) at 0.
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	TIME- AND TEMPERATURE-DEPENDENT RELAXATION FEATURES OF SPECTRAL HOLES
	Fig. 1. Hole area (a) and hole width (b) as a function of time after burning. System: quinizarin in protonated and perdeuterated alcohol glass.
	Fig. 2. Hole area (a) and hole width (b) as a function of time after burning. System: tetracene in protonated and perdeuterated alcohol glass.
	Fig. 3. Reduction of the hole area by cycling the system (tetracene in alcohol glass) between the burning temperature Ть = 3 К and T—B К (curve 1 and 2). If the same cycle is repeated twice, no further reduction occurs (curve 3).
	Fig. 4. Hole area as a function of cycling temperature. Note that all data points are measured at the burning temperature TV Systems: quinizarin in PMMA and tetracene in alcohol glass (lower trace).
	Fig. 5. Change in optical density upon laser irradiation at the marked positions (arrows). AOZ)>O characterizes the spectral range of the photoproduct. a Tetracene in alcohol glass at 10 K- Note the occurrence of isosbestic points within 30 cm"1 of the laser frequency. b —• Quinizarin in alcohol glass at 4.2 K- Note that the isosbestic point is found 2500 cm""1 above the laser frequency.
	Fig. 6. Hole area as a function of a reduced temperature TJT* (see the text). The scaling behavior is quite obvious. The systems investigated are shown in the figure.

	EXCITED STATE DYNAMICS OF AMORPHOUS SYSTEMS AT LOW TEMPERATURE STUDIED BY HOLE-BURNING
	Untitled
	Fig. 1. Organic molecules studied as guests in amorphous hosts. They undergo photochemical hole-burning (PHB). Top; dimethyl-s-tetrazine (DMST), free-base porphin (H2P), free-base chlorin (H2Ch). Bottom: ionic dyes resorufin and cresylviolet (CV) [22]. Fig. 2. Log-log plot of Глот —FO versus T for: a dimethyl-s-tetrazine (DMST) cresylviolet (CV), resorufin and free-base porphin (H2P) as guests in PMMA b— CV resor.ufin and H2P in ethanol. All curves follow aT1 -3±°-i dependence [2o]
	Fig. 3. Double-logarithmic plot of FTom vs. T for pentacene in PMMA. (ГТот = 1/2Гьоlе for hole-burning data, and Г/ьош= (яТ^)"1 for photon echo data [']). The two upper curves (dashed lines) are reproduced from [*]• The lowest curve represents our holeburning data for Pt 7.5ХЮ-3 J-cm~2 [3].
	Fig. 4. '/«Fhole as a function of burning time for pentacene in PMMA at Г=l2 К for two burning powers. At P= 20 holes were detected simultaneously via’ the fluorescence excitation signal and the transmission signal through the sarnole At P = 0.75 mW-cm-2 holes were observed in fluorescence only For F 0 '/S ~ =ГАот = 0.50 GHz [3]. ’
	Fig. 5. VzT/ioie versus time after burning for pentacene in PMMA (sample of OD = 0.9) at 7=1.2 K. Holes were detected simultaneously in fluorescence (closed symbols) and in transmission (open symbols). From bottom to top, increasing values of burning fluences: />/ = 0.035±0.005, 0.35±0.05, 1.4±0.1, 6.0+0,5, 48+2 J-cm-2 [3],
	Fig. 6. Temperature dependence of the homogeneous linewidth Fh0m (we define Г нош=: VsF hoie for Pt-*- 0) of the o—o transition of resorufin in phase I and phase II of ethanol, between ~ 0.3 and 4.2 K- As a comparison, the photon echo data of [2] are shown (dashed line). Insert: detail of the extrapolation of Fhom to the fluorescence lifetime-limited value of resorufin, Гo= (2яГl)~1~20 MHz, when Г->-0, for both phases I and II of ethanol [4].
	Fig. 7. Log-log plot of Thom Г0 versus Г for the o—o0—0 transition of resorufin in phases I and II of ethanol, between ~ 0.3 and 4.2 K. Both curves follow а Г1-3*01 dependence over at least one decade in T [4].
	Fig. 8. a Effect of a magnetic field on holes burnt in zero field (thin curves) in the Si-t-So o—o transition of H2P in PE at 4.2 К for two different fields. Top: a field of Я —3.2 Tis applied to a hole of rhoie = 200 MHz; middle and bottom: a field of H = 6.0 T is applied to holes of, respectively, MHz and 984 MHz. b Fits of the theoretically calculated hole sphapes (eqs. (1), and (2)) to the experimental results for the same three holes of Fig. 8, a (see text) [s],
	Fig. 9. Hole shape D as a function of frequency v and magnetic field H, for a zero field hole of 500 MHz width, calculated with eq. (1). Insert: frequency shift of the maximum of the curve vs. field for different holewidths [s].
	KINETICS OF PHOTOPHYSICAL HOLE-BURNING IN TETRACENE-DOPED MTHF GLASSES
	Fig. I.a Profile of the inhomogeneously broadened TC absorption before (upper) and after (lower, offset) hole-burning. Part b illustrates the relative change in optical density, exhibiting the appearence of anti-hole states at energies above the zero phonon hole and the rise of OD by antiholes compensating the decrease of OD by hole-burning via the phonon wing of low energy sites.
	Fig. 2. Temporal progress of the hole-burning process detected via fluorescence intensity of the vibrational zero phonon line (dots). The solid line shows an upper estimate of the inherent dispersion as predicted by eq. (4) but disregarding any variations of tunneling matrix elements. A comparison with the experimental data indicates that the statistics of TLSs are essential for understanding the burn kinetics. Full circles denote the fit on the basis of eq. (4) which includes the Gaussian density of К and the inherent contribution to the dispersion. The fit parameters are a = 2.0, v 0 = 4.2X10-3 s->
	Fig. 3. a – Spontaneous recovery of a hole recorded via VZPL fluorescence (dots) and scanning the hole profile (circles) in the long time regime. The solid line represents the calculated kinetics assuming a Gaussian density of tunneling paramdters and hole saturation at —(AOD/OD)max = 0.55, using the parameter set a = 2.5, km =ks = = I.BXIO~3 s-1, 4sp = 0.3X10“3 s~L Section b shows data and fit curve on a logarithmic time scale. Deviations from a logarithmic decay law are obvious in the short time limit of the experimental findings.
	Fig. 4. Experimental hole profiles (lines) for various times after terminating the burn proeess as indicated, taken from the scan (circles) of Fig. 3. The holes are well approximated by Lorentzian line shapes (crosses) with constant width Г. This demonstrates that spontaneous hole-filling is not accompanied by spectral diffusion within the time frame of Fig. 3.
	Fig. 5. a The first 20 min of spontaneous OD recovery of holes of different depth detected via continuously recorded VZPL fluorescence (dots). Immediately after exposing the sample for burn times varying from 30 s to 4000 s and 7B = 0.5 mW/cm2 the interrogation intensity was reduced by a factor of 10~3. Solid lines depict the fits assuming correlated burn and recovery tunneling processes choosing the parameter set (see text) a —2, km = k5~0.007 s-1, &sp = 0.001 s-1 and a maximum hole recovery of 30%- b The same SHF-data yet plotted relative to the initial hole depth (10, 18, 32 and 47% from top to bottom, respectively) to illustrate that shallow holes recover faster than deep ones. Broken lines are guides to the eye not corresponding to the fits in Fig. sa.
	Fig. 6. Comparison of dispersive decays with Gaussian and uniform density of X calculated by means of eq: <2) with parameters Я,O=Ю, a= 3 and v 0 = 5 s-1 (Gaussian) and Xo= Ю, a 2.0 and Vo —5 s-1 (uniform), where a represents the square root of the dispersion in both cases. The inset illustrates both densities on a common X-scale. A logtime representation (lower plot) compares the decay with a logarithmic law indicated by the dotted line.
	Fig. 7. Schematic diagram of three possible TLS configurations accounting for unburnable sites (a), metastable holes (b) and stable holes (c). The notation of states and rates agree with the kinetic scheme in the text (eq. (5))


	OPTICAL TRANSITIONS IN PROTON TRANSFER SYSTEMS
	Fig. 1, Tautomerization of a symmetric carboxylic acid dimer.
	Fig. 2. Schematic representation of the double-well tautomerization potential of an acid dimer coupled to a dye molecule. The wavefunctions are indicated as broken lines. The asymmetry of the doublewell potential is reversed when the dye molecule is excited. The rate of tautomerization can be determined in this case from time resolved emission measurements.
	Fig. 3. Projection on the a, b crystallographic plane of a thioindigo molecule doped substitutionally into a benzoic acid crystal. Two of the four tautomer configurations of the two equivalent acid dimers sandwiching the indigo molecule are shown.
	Fig. 4. Top; emission spectra of thioindigo in benzoic acid recorded under selective excitation of the tautomer configuration with the highest (lowest) energy when thioindigo is in the excited (ground) electronic state. The lines marked Ru R 2 and R 3 correspond to the different tautomer configurations I ct, a), ja, p> and |p, a>, |p,p>. The bands marked ph and и are phonon side bands and vibronic lines, respectively some of the other sharp lines are Raman transitions of the benzoic acid matrix. Bottom: time resolved fluorescence emission from the Ri, R 2 and R 3 configurations subsequent to selective excitation of Ri.
	Fig. 5. Schematic representation of the optical resolution by fluorescence line narrowing of the delocalized proton levels of an acid dimer coupled to a dye molecule. The wavefunctions are represented by broken and dotted lines. The inhomogeneous width of the electronic transition indicated schematically masks the ground state level splitting in conventional absorption or emission spectra. p b
	Fig. 6. Line narrowed emission spectra obtained for thioindigo in benzoic acid: excitation into a vibrational level (top) and the o—o-transition (bottom) of the higher energy la, (3>, IP, a> configuration. The homogeneous linewidth of the transitions in the excitation process masks the ground state splitings when a vibrational level is involved, while it makes a negligeable contribution to the instument limited linewidth of the bottom spectrum obtained by excitation of the o—O-transition.0—O-transition.
	Fig. 7. Transient grating measurements in proto (top) and deutero (bottom) benzoic acid doped with thioindigo. The full and broken lines are calculated decays neglecting and including relaxation processes of benzoic acid dimers near ground state thioindigo molecules. The peak near t— 0 reflects a fast process possibly related to multiphoton excitation of higher electronic states.

	DEPHASING OF OPTICAL IMPURITY STATES IN GLASSES: LOW-TEMPERATURE REGIME
	Fig. 1. Top: Inhomogeneous spectrum originating from homogeneous lines with different central frequencies. Bottom: Change of the spectrum through hole burning.
	Fig. 2. The components of the model and their interactions.
	Fig. 3. Energy levels of a system consisting of one impurity and one TLS
	Fig. 4. Energy levels of a system of one impurity coupled to several in the case displayed, four TLSs. The left hand side corresponds to TLSs with identical energy splittings, and the degeneracies of the various levels are given.
	Fig. 5. Linewidth averaged with respect to A and A. The A ranges used in the averages are indicated. The A range covers an interval of size 2.6 toD. Parameters: AF=o.3cod, 0d = 3OOK (Debye temperature), c = 3km/s (velocity of sound), q—2 g/cm3, /=1 ev (deformation potential).
	Fig. 6. Linewidth according to (11) in comparison with experimental data from [39] and [lB]. Short range interaction is assumed. The A range is over in interval of length 0.2 ■cod. Parameter values: <AF> = 10“3а)о, AFmax = 0.1446a)D, AF ос 1Д3, rmax-= 10/-min, 0D = —l5O K, c 2km/s, q=l g/cm3, k = 0.3, /=1 eV. (H2P free-base porphin; MTHF 2-methyltetrahydrofuran; PMMA polymethylmethacrylate; PE polyethylene).
	Fig. 7. Linewidth (in units of cod) of the optical transition Ri as a function of AF. Parameter values: A —B, F“ = 0.6t0D, 0d = 300 K, c=3.75 km/s, Q=2 g/cm3, /=leV. Left: A=2Fa; the straight curve segments on the left hand side of the figure describe a AF4 law. Right: A=2Fa+lo~3wp, to the left of their bends the curves-are proportional to AF2
	Fig. 8. Linewidth in comparison with experimental data. The long-range nature of the interaction is taken into account. The A range covers an interval of length 0 2coD Parameter values: Ahmax = 0.72383X10-3coD = 106AFmin (->- <AF> = 10-stoD for the upper curves), 0d = 2OOK, c = 2km/s, p = 2g/cm3, ft =l.O, /=leV Full lines: =6, dashed lines: 7min =7, dotted lines: ?tmin =8; Ämax = Xmm+7. Upper Curves: Ah pc 1/r3, lower curves; Ah oc 1/r4.

	HIGH-RESOLVED OPTICAL SPECTROSCOPY OF MODEL PHOTOSYNTHETIC SYSTEMS
	Ri R 2 Rs R 4 Rs Re TPP H Н Н Н Н Н ТРРС —СООН —СООН —соон —соон н н TPPS S03H —SO3H S03H S03H н н PARA—TPP-L-Phe —СН3 —СН3 b —СН3 Н Н ORTHO—TPP—L—Phe —СН3 -СН3 -СН3 —СН3 b Н ME—ТРР —СООСНз —СООСНз —СООСНз —СООСНз Н Н MC—ТРР —СНз —СНз —СООН —СНз н н ТРРА Q —СООН —СООН а —СООН Н а Fig. 1. The structures and abbreviations of tetraphenylporphyrine-based model systems.
	Ri R 2 Rs R 4 Rs Re Chn-t —CH = CH2 —CH3 —CO2CH3 —CH2CO2CH3 H —CH3 7—CChn-t -CH-CHj —C = N С02СН3 —CH2CO2CH3 H —CH3 MChn-d —CH2—CH3 —CH3 H —СН2СO2СН3 H —CH3 13—A—Mchn-d —CH2—CH3 —CH3 —СО—CH3 —CH2CO2CH3 H —CH3 20—Cl—Mchn-d —CH2—CH3 —CH3 H CH2C02CH3 Cl —CH3 Chi a -CH =CH2 —CH3 с с H fvtol Pheo а —CH =CH2 —CH3 с с H H В—Pheo а —CH2=CH2 —CH3 с с H d Fig. 2. The structures and abbreviations of chlorine-based model systems.
	Fig. 3. Hole burning spectrum of tetraphenylporphyrin antraquinone system in toluene at 4K. The spectrum in the bottom represents the hole burned by pulsed dye laser into the excitation spectrum in the top.

	ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ СЛАБО-СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ
	УСЛОВИЯ ДИСКРЕТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПРОСТРАНСТВА СУЩЕСТВЕННО ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ
	ЭНТРОПИЯ СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ
	ВЛИЯНИЕ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ НА ФОРМУ КРАЯ ОПТИЧЕСКОГО ПОГЛОЩЕНИЯ
	МАКРОДЕФЕКТЫ ЭПИТАКСИАЛЬНЫХ СЛОЕВ GaAs И ИХ ВЛИЯНИЕ НА НАПРЯЖЕНИЕ ПРОБОЯ СИЛОВЫХ ДИОДОВ
	Рис. 1. Характерная морфология поверхности толстых ЭС.
	Рис. 2. Наследование эпитаксиальным слоем царапин на подложке: а область р—n-перехода, б поверхность ЭС.
	Рис. 3. Морфологические дефекты ЭС; а «ложбина», б «канал», в «дырки».
	Рис. 4. Глубокая пора; а оптическая микрофотография, б•— изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 5. Неглубокая пора с видимым дном; а оптическая микрофотография, б изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 6. «Большой дефект»: а оптическая микрофотография, б изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 7. Окрашенные сколы через поросодержащие дефекты: а «большой дефект», б пора.
	Рис. 8. Гистограммы распределения процента выхода D структур с UBr = U°br и короткозамкнутых (КЗ) от толщины /2°-слоя: а бездефектные структуры с Übr U°br, б бездефектные структуры, короткозамкнутые, в дефектные структуры с Übr = U°Br, г дефектные структуры, короткозамкнутые.
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	Рис. 1. Принципиальная схема аппаратуры для записи термограмм. I добавочный источник напряжения; 2 ампервольтомметры Ф-30; 3 цифро-аналоговые преобразователи Ф 4810/2; 4 многоточечный потенциометр КСП-4.
	Рис. 2. Концентрационные профили Zn, Ga, Те и Sb около перехода между первичным кристаллом и эвтектикой. I первичный кристалл, II эвтектика.
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	Fig. 1. Hole area (a) and hole width (b) as a function of time after burning. System: quinizarin in protonated and perdeuterated alcohol glass.
	Fig. 2. Hole area (a) and hole width (b) as a function of time after burning. System: tetracene in protonated and perdeuterated alcohol glass.
	Fig. 3. Reduction of the hole area by cycling the system (tetracene in alcohol glass) between the burning temperature Ть = 3 К and T—B К (curve 1 and 2). If the same cycle is repeated twice, no further reduction occurs (curve 3).
	Fig. 4. Hole area as a function of cycling temperature. Note that all data points are measured at the burning temperature TV Systems: quinizarin in PMMA and tetracene in alcohol glass (lower trace).
	Fig. 5. Change in optical density upon laser irradiation at the marked positions (arrows). AOZ)>O characterizes the spectral range of the photoproduct. a Tetracene in alcohol glass at 10 K- Note the occurrence of isosbestic points within 30 cm"1 of the laser frequency. b —• Quinizarin in alcohol glass at 4.2 K- Note that the isosbestic point is found 2500 cm""1 above the laser frequency.
	Fig. 6. Hole area as a function of a reduced temperature TJT* (see the text). The scaling behavior is quite obvious. The systems investigated are shown in the figure.
	Untitled
	Fig. 1. Organic molecules studied as guests in amorphous hosts. They undergo photochemical hole-burning (PHB). Top; dimethyl-s-tetrazine (DMST), free-base porphin (H2P), free-base chlorin (H2Ch). Bottom: ionic dyes resorufin and cresylviolet (CV) [22]. Fig. 2. Log-log plot of Глот —FO versus T for: a dimethyl-s-tetrazine (DMST) cresylviolet (CV), resorufin and free-base porphin (H2P) as guests in PMMA b— CV resor.ufin and H2P in ethanol. All curves follow aT1 -3±°-i dependence [2o]
	Fig. 3. Double-logarithmic plot of FTom vs. T for pentacene in PMMA. (ГТот = 1/2Гьоlе for hole-burning data, and Г/ьош= (яТ^)"1 for photon echo data [']). The two upper curves (dashed lines) are reproduced from [*]• The lowest curve represents our holeburning data for Pt 7.5ХЮ-3 J-cm~2 [3].
	Fig. 4. '/«Fhole as a function of burning time for pentacene in PMMA at Г=l2 К for two burning powers. At P= 20 holes were detected simultaneously via’ the fluorescence excitation signal and the transmission signal through the sarnole At P = 0.75 mW-cm-2 holes were observed in fluorescence only For F 0 '/S ~ =ГАот = 0.50 GHz [3]. ’
	Fig. 5. VzT/ioie versus time after burning for pentacene in PMMA (sample of OD = 0.9) at 7=1.2 K. Holes were detected simultaneously in fluorescence (closed symbols) and in transmission (open symbols). From bottom to top, increasing values of burning fluences: />/ = 0.035±0.005, 0.35±0.05, 1.4±0.1, 6.0+0,5, 48+2 J-cm-2 [3],
	Fig. 6. Temperature dependence of the homogeneous linewidth Fh0m (we define Г нош=: VsF hoie for Pt-*- 0) of the o—o transition of resorufin in phase I and phase II of ethanol, between ~ 0.3 and 4.2 K- As a comparison, the photon echo data of [2] are shown (dashed line). Insert: detail of the extrapolation of Fhom to the fluorescence lifetime-limited value of resorufin, Гo= (2яГl)~1~20 MHz, when Г->-0, for both phases I and II of ethanol [4].
	Fig. 7. Log-log plot of Thom Г0 versus Г for the o—o0—0 transition of resorufin in phases I and II of ethanol, between ~ 0.3 and 4.2 K. Both curves follow а Г1-3*01 dependence over at least one decade in T [4].
	Fig. 8. a Effect of a magnetic field on holes burnt in zero field (thin curves) in the Si-t-So o—o transition of H2P in PE at 4.2 К for two different fields. Top: a field of Я —3.2 Tis applied to a hole of rhoie = 200 MHz; middle and bottom: a field of H = 6.0 T is applied to holes of, respectively, MHz and 984 MHz. b Fits of the theoretically calculated hole sphapes (eqs. (1), and (2)) to the experimental results for the same three holes of Fig. 8, a (see text) [s],
	Fig. 9. Hole shape D as a function of frequency v and magnetic field H, for a zero field hole of 500 MHz width, calculated with eq. (1). Insert: frequency shift of the maximum of the curve vs. field for different holewidths [s].
	Fig. I.a Profile of the inhomogeneously broadened TC absorption before (upper) and after (lower, offset) hole-burning. Part b illustrates the relative change in optical density, exhibiting the appearence of anti-hole states at energies above the zero phonon hole and the rise of OD by antiholes compensating the decrease of OD by hole-burning via the phonon wing of low energy sites.
	Fig. 2. Temporal progress of the hole-burning process detected via fluorescence intensity of the vibrational zero phonon line (dots). The solid line shows an upper estimate of the inherent dispersion as predicted by eq. (4) but disregarding any variations of tunneling matrix elements. A comparison with the experimental data indicates that the statistics of TLSs are essential for understanding the burn kinetics. Full circles denote the fit on the basis of eq. (4) which includes the Gaussian density of К and the inherent contribution to the dispersion. The fit parameters are a = 2.0, v 0 = 4.2X10-3 s->
	Fig. 3. a – Spontaneous recovery of a hole recorded via VZPL fluorescence (dots) and scanning the hole profile (circles) in the long time regime. The solid line represents the calculated kinetics assuming a Gaussian density of tunneling paramdters and hole saturation at —(AOD/OD)max = 0.55, using the parameter set a = 2.5, km =ks = = I.BXIO~3 s-1, 4sp = 0.3X10“3 s~L Section b shows data and fit curve on a logarithmic time scale. Deviations from a logarithmic decay law are obvious in the short time limit of the experimental findings.
	Fig. 4. Experimental hole profiles (lines) for various times after terminating the burn proeess as indicated, taken from the scan (circles) of Fig. 3. The holes are well approximated by Lorentzian line shapes (crosses) with constant width Г. This demonstrates that spontaneous hole-filling is not accompanied by spectral diffusion within the time frame of Fig. 3.
	Fig. 5. a The first 20 min of spontaneous OD recovery of holes of different depth detected via continuously recorded VZPL fluorescence (dots). Immediately after exposing the sample for burn times varying from 30 s to 4000 s and 7B = 0.5 mW/cm2 the interrogation intensity was reduced by a factor of 10~3. Solid lines depict the fits assuming correlated burn and recovery tunneling processes choosing the parameter set (see text) a —2, km = k5~0.007 s-1, &sp = 0.001 s-1 and a maximum hole recovery of 30%- b The same SHF-data yet plotted relative to the initial hole depth (10, 18, 32 and 47% from top to bottom, respectively) to illustrate that shallow holes recover faster than deep ones. Broken lines are guides to the eye not corresponding to the fits in Fig. sa.
	Fig. 6. Comparison of dispersive decays with Gaussian and uniform density of X calculated by means of eq: <2) with parameters Я,O=Ю, a= 3 and v 0 = 5 s-1 (Gaussian) and Xo= Ю, a 2.0 and Vo —5 s-1 (uniform), where a represents the square root of the dispersion in both cases. The inset illustrates both densities on a common X-scale. A logtime representation (lower plot) compares the decay with a logarithmic law indicated by the dotted line.
	Fig. 7. Schematic diagram of three possible TLS configurations accounting for unburnable sites (a), metastable holes (b) and stable holes (c). The notation of states and rates agree with the kinetic scheme in the text (eq. (5))
	Fig. 1, Tautomerization of a symmetric carboxylic acid dimer.
	Fig. 2. Schematic representation of the double-well tautomerization potential of an acid dimer coupled to a dye molecule. The wavefunctions are indicated as broken lines. The asymmetry of the doublewell potential is reversed when the dye molecule is excited. The rate of tautomerization can be determined in this case from time resolved emission measurements.
	Fig. 3. Projection on the a, b crystallographic plane of a thioindigo molecule doped substitutionally into a benzoic acid crystal. Two of the four tautomer configurations of the two equivalent acid dimers sandwiching the indigo molecule are shown.
	Fig. 4. Top; emission spectra of thioindigo in benzoic acid recorded under selective excitation of the tautomer configuration with the highest (lowest) energy when thioindigo is in the excited (ground) electronic state. The lines marked Ru R 2 and R 3 correspond to the different tautomer configurations I ct, a), ja, p> and |p, a>, |p,p>. The bands marked ph and и are phonon side bands and vibronic lines, respectively some of the other sharp lines are Raman transitions of the benzoic acid matrix. Bottom: time resolved fluorescence emission from the Ri, R 2 and R 3 configurations subsequent to selective excitation of Ri.
	Fig. 5. Schematic representation of the optical resolution by fluorescence line narrowing of the delocalized proton levels of an acid dimer coupled to a dye molecule. The wavefunctions are represented by broken and dotted lines. The inhomogeneous width of the electronic transition indicated schematically masks the ground state level splitting in conventional absorption or emission spectra. p b
	Fig. 6. Line narrowed emission spectra obtained for thioindigo in benzoic acid: excitation into a vibrational level (top) and the o—o-transition (bottom) of the higher energy la, (3>, IP, a> configuration. The homogeneous linewidth of the transitions in the excitation process masks the ground state splitings when a vibrational level is involved, while it makes a negligeable contribution to the instument limited linewidth of the bottom spectrum obtained by excitation of the o—O-transition.0—O-transition.
	Fig. 7. Transient grating measurements in proto (top) and deutero (bottom) benzoic acid doped with thioindigo. The full and broken lines are calculated decays neglecting and including relaxation processes of benzoic acid dimers near ground state thioindigo molecules. The peak near t— 0 reflects a fast process possibly related to multiphoton excitation of higher electronic states.
	Fig. 1. Top: Inhomogeneous spectrum originating from homogeneous lines with different central frequencies. Bottom: Change of the spectrum through hole burning.
	Fig. 2. The components of the model and their interactions.
	Fig. 3. Energy levels of a system consisting of one impurity and one TLS
	Fig. 4. Energy levels of a system of one impurity coupled to several in the case displayed, four TLSs. The left hand side corresponds to TLSs with identical energy splittings, and the degeneracies of the various levels are given.
	Fig. 5. Linewidth averaged with respect to A and A. The A ranges used in the averages are indicated. The A range covers an interval of size 2.6 toD. Parameters: AF=o.3cod, 0d = 3OOK (Debye temperature), c = 3km/s (velocity of sound), q—2 g/cm3, /=1 ev (deformation potential).
	Fig. 6. Linewidth according to (11) in comparison with experimental data from [39] and [lB]. Short range interaction is assumed. The A range is over in interval of length 0.2 ■cod. Parameter values: <AF> = 10“3а)о, AFmax = 0.1446a)D, AF ос 1Д3, rmax-= 10/-min, 0D = —l5O K, c 2km/s, q=l g/cm3, k = 0.3, /=1 eV. (H2P free-base porphin; MTHF 2-methyltetrahydrofuran; PMMA polymethylmethacrylate; PE polyethylene).
	Fig. 7. Linewidth (in units of cod) of the optical transition Ri as a function of AF. Parameter values: A —B, F“ = 0.6t0D, 0d = 300 K, c=3.75 km/s, Q=2 g/cm3, /=leV. Left: A=2Fa; the straight curve segments on the left hand side of the figure describe a AF4 law. Right: A=2Fa+lo~3wp, to the left of their bends the curves-are proportional to AF2
	Fig. 8. Linewidth in comparison with experimental data. The long-range nature of the interaction is taken into account. The A range covers an interval of length 0 2coD Parameter values: Ahmax = 0.72383X10-3coD = 106AFmin (->- <AF> = 10-stoD for the upper curves), 0d = 2OOK, c = 2km/s, p = 2g/cm3, ft =l.O, /=leV Full lines: =6, dashed lines: 7min =7, dotted lines: ?tmin =8; Ämax = Xmm+7. Upper Curves: Ah pc 1/r3, lower curves; Ah oc 1/r4.
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	Ri R 2 Rs R 4 Rs Re Chn-t —CH = CH2 —CH3 —CO2CH3 —CH2CO2CH3 H —CH3 7—CChn-t -CH-CHj —C = N С02СН3 —CH2CO2CH3 H —CH3 MChn-d —CH2—CH3 —CH3 H —СН2СO2СН3 H —CH3 13—A—Mchn-d —CH2—CH3 —CH3 —СО—CH3 —CH2CO2CH3 H —CH3 20—Cl—Mchn-d —CH2—CH3 —CH3 H CH2C02CH3 Cl —CH3 Chi a -CH =CH2 —CH3 с с H fvtol Pheo а —CH =CH2 —CH3 с с H H В—Pheo а —CH2=CH2 —CH3 с с H d Fig. 2. The structures and abbreviations of chlorine-based model systems.
	Fig. 3. Hole burning spectrum of tetraphenylporphyrin antraquinone system in toluene at 4K. The spectrum in the bottom represents the hole burned by pulsed dye laser into the excitation spectrum in the top.
	Рис. 1. Характерная морфология поверхности толстых ЭС.
	Рис. 2. Наследование эпитаксиальным слоем царапин на подложке: а область р—n-перехода, б поверхность ЭС.
	Рис. 3. Морфологические дефекты ЭС; а «ложбина», б «канал», в «дырки».
	Рис. 4. Глубокая пора; а оптическая микрофотография, б•— изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 5. Неглубокая пора с видимым дном; а оптическая микрофотография, б изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 6. «Большой дефект»: а оптическая микрофотография, б изображение в растровом электронном микроскопе.
	Рис. 7. Окрашенные сколы через поросодержащие дефекты: а «большой дефект», б пора.
	Рис. 8. Гистограммы распределения процента выхода D структур с UBr = U°br и короткозамкнутых (КЗ) от толщины /2°-слоя: а бездефектные структуры с Übr U°br, б бездефектные структуры, короткозамкнутые, в дефектные структуры с Übr = U°Br, г дефектные структуры, короткозамкнутые.
	Рис. 1. Принципиальная схема аппаратуры для записи термограмм. I добавочный источник напряжения; 2 ампервольтомметры Ф-30; 3 цифро-аналоговые преобразователи Ф 4810/2; 4 многоточечный потенциометр КСП-4.
	Рис. 2. Концентрационные профили Zn, Ga, Те и Sb около перехода между первичным кристаллом и эвтектикой. I первичный кристалл, II эвтектика.
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