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Существование волн, распространяющихся в нелинейных средах без
изменения формы и скорости, известно давно, и они достаточно под-
робно описаны, например, в монографиях [ l>2 ]. Такие же волны в не-
линейных наследственных средах изучены меньше. В [3 ] показана воз-
можность существования в нелинейной наследственной среде волн ста-
ционарного профиля, движущихся со скоростью, равной скорости звука
в линейной среде, а в [4 ], движущихся с большей скоростью.

Нами исследуются условия существования и форма волн стационар-
ного профиля, скорость которых зависит от амплитуды.

Рассмотрим одномерный нелинейный волновой процесс, зависящий
от лангранжевой координаты X, времени /, описываемый уравнением

и- ( X, 0- ( и') U" (X,t) +f к (t) и- [X,t-x)dx =O, (1)
о

и краевую задачу с условием
U' (0, t) —

—сАН {()■ср(/), H = const, (2)
где U{X,t ) продольные перемещения, g{U') функция нелиней-
ности среды, К{т) ядро ползучести наследственной среды, с ско-
рость звука в среде, Н (/) функция Хевисайда, ф{/) гладкая
функция. Штрих обозначает производную по X, а точка производ-
ную по t.

Выберем нулевые начальные условия

V(X,o)'=o, и-(Х,0)=0, (3)
и функцию нелинейности в виде

g (U') 1 -\-aU'(X, t) , a=const. (4)
Решение задачи (1), (2) будем искать в виде

|), i=2~•('—f). (5)

т. е. волны, вызванной краевым воздействием в точке X 0 и распро-
страняющейся со скоростью V в положительном направлении оси X.
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Введенный в формулу (5) параметр т 0 имеет размерносlь времени и
будет определен ниже.

Функция ф(£) удовлетворяет условиям
IФ‘(Ш<°°> ф(0) —O, ф’ (0) =B= const. (6)

Обозначим
с2

„
ас2 (7 \

1_
2тOеК3 ’

и выберем В =—а/(5. Тогда, подставляя (5) в (1), для ё>o получим
уравнение

аеф" (£) +(3еф' (£)ф" (£) -\~2xqßK. (2to|) +2то / K[2to (| z) J тф {z)dz 0. (8)

Рассмотрим случай стандартного вязкоупругого тела, для ко юрою

K{t т) = (е/то) ехр “

где е> 0 и то > 0 наследственные параметры среды. Обозначив
(Уф'(£) = \Р(£), получим уравнение

— 2a-\-2 =0. (10)
и

Дифференцируя уравнение (10) по £, а затем дважды интегрируя
и учитывая, что ИДО) = —а, найдем

[llWimf’ —ехр (—I), (И,
I Wi а J L ИД — a J

где ИД= I+a+Ci, ИД=l-|-а — Ст» /j2)
p={Wi -a)/{Wl -W2 ).

Константу интегрирования Ci необходимо определить, подставив
полученное решение в уравнение (10). Однако, сделать это затрудни-
тельно, так как решение получено в неявном виде. Выбрав р = 1 или
р = 0, получим

W{l)=2{e-l— 1) а. (13)
Это решение удовлетворяет уравнению (10) только при а= 0, т. е.
для V = с. Этот результат был получен в [3 ].

Положив р— 2 или р = —l, можно найти решения уравнения (10)

№(?) ДДД-
при условии а = —. Это решение не является подходящим, так
как оно комплексное при | » 0.

Введем новую переменную у{l), так что

Y =р-‘. (15)

Для того, чтобы было выполнено условие ИДО) =—а, необходимо вы-
полнение условия

r/(0) = 1. (16)



Из (11) найдем, что у{|) удовлетворяет алгебраическому уравне-
нию

[У— (У— 1)*/(Ш [*/(Ш у~1 =ехр(—у|). (17)
Это уравнение имеет два различных вещественных решения у i (£)и У2Ц), удовлетворяющих условию (16) при любых £>o и для всех

у > 1 (у Если у= 2, то ограниченное решение (8) существует
только при е = 0.

Используя (15) (17), найдем, что уравнение (10) удовлетворяет-
ся только при

1 с2 2е (у —1)1
. v> К (18)

Так как а Д> 0 для всех у>l,
и при

(у 2) 2
E ГГ’ еа<l, ( 19)

2(7—1)
то

V = c{\ a&)-w>c. (20)
Таким образом, в нелинейном

стандартном вязкоупругом теле
могут распространяться с одной
и той же скоростью V> с две
различные по форме волны ста-
ционарного профиля

С/-.(ХД) = (2тоР)-‘Я(|) И7(|), 1 = 1,2, (21)
возбуждаемые краевым условием (2), с амплитудой

, 2е (у —1) V3
Л

• (22)

и функцией ф(/), определяющей форму волны, задаваемой в виде

*=l,2, (23)

где yi{h.) вещественные решения уравнения (17), удовлетворяющиеусловию (16), а 1/ определено в (20).
На рисунке показаны два профиля импульсов распространяю-щихся со скоростью V > с в положительном направлении оси X без

искажения формы для случая у = 3.
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