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ОПЕРАТОРНЫЕ ИТЕРАЦИИ СО СЛУЧАЙНОЙ ПОГРЕШНОСТЬЮ
ОКРУГЛЕНИЯ

(Представил Э. Тыугу)

Исследуется влияние случайной ошибки округления на сходимость метода оператор-
ных итераций и проводится сравнение полученных оценок с соответствующими оцен-
ками в случае детерминированной ошибки округления.

с Постановка задачи

Операторное уравнение

Au=f, (1)
где А самосопряженный неотрицательный ограниченный оператор
в гильбертовом пространстве Я, ||Л|| 1, решается методом оператор-
ных итераций

Bh—Bh-i{2l ABk-i), B 0 = g(А). (2)
Здесь g(l) непрерывна на промежутке [О, ЦЛЦ], < 2/Я, при-
чем приближение к решению (1) вычисляется следующим образом
(см., напр., I4 ]):

Wn= {I ABk)iio~\~Bhf,
где Uq g= Я, п = 2к .

Предполагается, что на каждом шаге итераций (2) делается ошибка
Ck такая, что есть случайная величина на R

Sh=Sk - 1 (2/ - АВк- 1) +Ck, Bo g{A ) -f Co. (3)

Обозначим en = 115ft Bk \\ {H=O, 1,...).
В дальнейшем выводятся оценки математического ожидания и диспер-
сии е/{ (соответственно Eeh и Оеь), причем рассматривается случай
равномерно и «нормально» распределенных HCJ (определение «нор-
мально» распределенной случайной величины приведено в пункте 2).

1. Случай равномерно распределенной ошибки

Рассмотрим сначала случай, когда на каждом шаге итераций делается
ошибка Gk такая, что плотность распределения ЦС/JI удовлетворяет
условию

'O, ,с<o
-

' р (х) == -i- 1 OsCxsCe. (1.1)
е

.О, Х>B
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Это условие в каком-то смысле соответствует условию \\CkW для детер-
минированного случая.

Используя выведенные в [3 ] формулы и тот факт, что

Vi Ё||С*|| =ЕЦСо|l,
оценим математическое ожидание еь

(d* Е|| CoJI + ...H- Е||СOГ). (1.2)

Здесь dh i некоторые коэффициенты, удовлетворяющие неравенству

(1.3)
Учитывая, что

е

Е||Соl|<=Д-/
«

« ‘+l
имеем:

Е «<2*l;
г=l I+ l

и, используя (1.3), окончательно получаем

Е Gh^2h 2(i_l)(fc+l)
• (1.4)

г=l lrrl
Преобразуем правую часть (1.4)

2* i 2 fc -hl г 1
2k 5T - -=2k У]•-—■■■■ 2 ( i42)(ft+i)_
~ i+l ci i
x— 1 '• x —l2

1 241 ni 9Ь 241 (с 9ЖИ 1
—2 fe --- vi-2i(ft+i)i=f f yJ-if L L n5l'g22(M-iT r" i 2 ■ 1 '

г*=2 г=l

Используя оценку (1.4), докажем следующую теорему:
Теорема 1. Пусть ||Сь|| распределены в соответствии с (1.1). Тогда
при k < lg2 e — 1 имеет место оценка

Ее*<—r ln(l-e2«i )-j-. (1.6)

Доказательство. Очевидно, что 2 fc+le < 1 при данных k. Тогда
24 1 ( P Ok+l)i

In(l e2 fe+i).

Отсюда, учитывая (1.4) и (1.5), получим (1.6) и теорема дока-
зана.

Оценим теперь дисперсию Eh. Для этого воспользуемся известным
неравенством

мм
D‘/2 ( SXiX JJDWi,

i= l t=l

где Xi любые случайные величины.
Таким образом, в нашем случае

||Со||Д,
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откуда, учитывая, что Т)||С o Ц* = е2Ч2 (2/ -f- I) -1 (*' + I)"2
, получим

2 к а
PWRbtz: J] 2 fe2(*~ 1 )(fe+i ) • ■■ ’ е •=£

г—l ]/2i+l (i-j-1)

=i- J; (2‘+%) <
-. (i.7)

2 i= i (i-f 1)V2i+l
Используя (1.6) и (1.7), сравним рассмотренный выше случай со

случаем, когда известно только, что на каждом шаге итераций делается
ошибка, норма которой не превосходит е. Этот случай подробно рас-
смотрен в [ 3 ], где получена оценка

е/i 3• 2ft e (Os£^/e:<C — lg2 e —2).
Обозначим Xu = e2 fe+l .

Тогда (1.6) можно переписать в виде

— -1п(1 Ял) —'тг (o^/г<—lg2 e—1), (1.8)

а в соответствующем детерминированном случае

(OsC^s^—lg2 e — 2). (1.9)

Для сравнения оценки при случайной ошибке округления с оценкой
(1.9) воспользуемся неравенством Чебышева (см. [ 2 ], с. 170),

(1.10)

справедливым для любой случайной величины
Обозначим правую часть (1.8) через О ь правую часть (1.9) через

02 и правую часть (1.7) через D b Тогда из (1.10) получим

Р(|е*- О, | < сОг -О.) > 1 --.РI
--.., с02 0.

(6’U 2 Ui) *

Потребуем, чтобы
Р ( [ек- О, | < с02 -О,)>0,8.

Тогда должно выполняться неравенство

(1И)

В табл. 1 приведены значения О ь 02, Ü! для различных Хи, а также
значения с, для которых выполняется (1.11). Эти данные позволяют,

Таблица I

Xh 0, o2 D, c

0,001 0,0003 0,0015 2-10-8 0,5
0,01 0,0025 0,015 2-IQ-6 0,5
0,1 0,0268 0,15 0,0003 0,5
0,2 0,0579 0,30 0,0013 0,5
0,3 0,0945 0,45 0,0038 0,6
0,8 0,5059 1,20 0,2637

Таблица 2

x h 03 o 4 D 3 с

0,001 0,0010 0,004 3-10- 7 0,6
0,01 0,0101 0,04 3,4-10-5 0,6
0,1 0,1072 0,4 0,0041 0.7
0,2 0,2314 0,8 0,0210 0,7
0,3 0,3778 1,2 0,0616 0,8
9,8 2,0236 3,2 4,2188



в частности, утверждать, что для Хи 0, 2 оценка величины е*, полу-
ченная из теоремы 1, с вероятностью 0,8 лучше, чем приведенная в
[ 3 ] оценка, деленная на два.

Если 0 принадлежит спектру оператора А, то нормы ||ад растут
как 2к

ll^ftlKy2 fe
, Y= c°nst,

поэтому в детерминированном случае естественно считать, что и по-
грешность округления на k-м шаге итераций пропорциональна
2k : \\Ck\\ 2 h e. В нашем случае по аналогии с детерминированным
случаем разумно будет предположить, что нормы ||С*|| представляют
собой такие случайные величины, что

Р(ЦС»||а£*).= р( liCo||s£.-E*) (*>l), (1.12)

где ||С o || удовлетворяет (1.1). Тогда, согласно [ 3 ], формула (1.2)
остается в силе, причем

2i< fe“ 1)(Ä+l)i+l,
и для математического ожидания имеем

Е 2 ft i2M(k-i) (£+ 1) i -^2—

i=l I+ l г =2 1

Обозначим Xk'— e2 /t~1 {k 1) ■ Тогда

I=-^ т= (1.13)
г=2 1 г=2 i г=l 1

Теперь легко доказать следующую теорему.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.13), (1.1) и k таково, что
2h~ x [к -j- 1) е <С 1.
Тогда

Е Ей <~2>-Г(^+ l )е
- 1п( 1 - 2^‘ (*.+!)*)—2. (1.14)

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.
Легко также показать (см. (1.7)), что

Defc (2 fc" I (fe+l)e) i
—

. (1.15)
г=l (j-f- 1 )У2Г+ 1

В случае, когда известно только, что || Сд|| как показано в
[3 ], выполняется оценка

B fe^2 fe (1.16)
где k<k* = max {k : 2k~ x {k l)e'< I}.

Обозначим правую часть (1.15) через 03 , правую часть (1.17) через
°4 , и правую часть (1.16) через D 3. В табл. 2 приведены данные для
рассмотренного случая, аналогичные данным табл. 1.

2. Случай «нормально» распределенной ошибки

В предыдущем пункте предполагалось, что норма ошибки может при-
нимать только значения, находящиеся в некотором ограниченном про-
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Межутке. Однако можно рассмотреть и такой случай, когда нормы
IlCfeU могут принимать сколь угодно большие значения, но с малой
вероятностью. Этот случай хорошо описывается случайной величиной
со следующей плотностью распределения:

, ч /о, х<o
Р ( X ) ~ I с e~*W, (c=const). ‘

Назовем такую случайную величину «нормально» распределенной.
Константа с находится из условия нормировки и получается равной

.

Предположим сначала, что на каждом шаге итераций делается
ошибка Си, такая, что ||С*|| имеет плотность распределения р{х), удов-
летворяющую (2.1). Тогда

Е l|Cft|l2n = (2м —1) !!сг 2п
, м= 1,2,... ,

[Z.Z)

Е ||Cftll2n+i= (2м) !!a2n+l l/ ,
п= o, 1, ...

.

1 я
Формулы (1.2) и (1.3) остаются в силе, поэтому

/ / о 2*- 1 \

Ee fe^2 fe ( (2м)!!а2гl+l Г/~ 22n(fe+l)-f J£(2m —1) üa2^2"- 1)^ 1 ) 1 . (2.3)
п=o 11

П=1 '

Заметим, что

(2м) !! = 2пм!, (2м —l)!! = 2«" I(rt-i) •

... -Л,
и, используя понятие Г-функции иее свойства (см., напр., [ 4 ], т. 2,
с. 758), получим

(2м) !! = 2ПГ(м-f-l), (2м — 1)!!=2п~*г(V 27 Уя
Теперь оценку (2.3) можно записать в виде

/ л 712 2 'с "‘- 1
£ 2ПГ (м-f 1)o2

2 2'‘" 1 / 1 \ \

+ —zr 2rv ~iT п-\ a 2r»2(an-i)(fc+i)
Уя n=i V 2 7 7

/ I Г2~ 2Н ' ,~1
=24 |/ 0 02n 22n(ft-H3/2)p (rt +1 ) +

71 =О

+2- fe-Vy7t а2и22 «( Л+з/2 )г( м+JLJ j . (2 .4)
71=1 2

2*'*—l
Оценим сначала значение выражения JvJ 02«Г(м-4- i)22n(ft+3 /2)

n=o
Для этого рассмотрим функцию

/ (х) = (*+ 1)22 *(fe+3 /2),

Видно, что 02,Т(м+ l)22n ( fe+3/2) =f (м),
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Дважды продифференцировав f(x), получим
oo

Г (*) =Р Х f е~!/ (In p+ln у)2ух dy> О,о
где р = ( o2k+3l *) 2 .

Следовательно, [(х) выпукла.
Видно, что f(n)/f(n— 1) = a2 2 2k+3n. Если

f{2к~1 (2А~1 —2) = (T222ft+3(2 ft-i 1)^1,
то и

/(«)//(« 1) 1 при любом п 2*- 1 —l,
и следовательно, каждое последующее слагаемое нашей суммы не пре-восходит предыдущее.

Далее, так как f{x) выпукла, имеем

2J о2п г (ц+l) 22n( ft+3 /2) =. 1 -j- у; f(n)*c
«=0 п=l

V 7

l + J f ix ) 1
l~~ 1 *

(2 fe ~* —1).
о 2

Пусть k таково, что a 2(23ft+2 —22 A22A+3 ) < 1. /9 c\
Тогда f{2 h~x ) /(0), и окончательно,

2 сг2п Г (п-f 1)22n ( ft+3 /2)^ 2k ~1
. (2.6)

7i=o \ ' J

Аналогично показывается, что при k, удовлетворяющих (2.5),
2а; / 1 \

а2п Гд ) 22n(ft+3/2)^ 2,3A+2g2 Ул/2. (2.7)
71=1

Из (2.6), (2.7) и (2.4) следует
Теорема 3. Пусть выполнено (2.1) и k удовлетворяет (2.5). Тогда

Е gfe^2ко(—2
__ -f2:2fe a) . (2.8)Х У2я 1

Чтобы сравнить (2.8) с соответствующей оценкой для случая, когдаизвестна лишь граница ||СД|, воспользуемся известным правилом «За»:если g случайная величина, плотность распределения которойудовлетворяет (2.1), то Р(| За) > 0,99. Таким образом, случаю с
h

/п Д разумно сопоставить в наших условиях р(х), удовлетворяю-щее (2.1) с е —За. Тогда оценка (2.8) равносильна

2fe e •- -- ■Ее^—(27У2я+2 2Ае/3), (2.9)
где k таково, что 4/9e2 (2 3fe —22 k2 2k+ ] ) <с 1. (о im

В случае |ГСЛ || < е имеем
* '

Bft^3-2 fte, где £s=:—lg2 8— 2. (2.11)
Пo ЛУ'ченные ранее результаты, запишем оценку днспер-
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У (4/г —1)!! ((2га 1)П)г+
2 о"1

П =1

■i~r JsT(■■- е2/----)
2? ' +1 V (4n+l)!!VV2— ((2лг) !!) 2

.

У2л n=o V 3 7 Г

Пусть Xh = 2ft+l e. Обозначим также правые части (2.9) и (2.11)
через О5 и Об соответственно. В табл. 3 приведены данные по оценкам
(2.9) и (2.11) в зависимости от значений Xk и k.

Видно, что при небольших значениях k оценка (2.9) дает лучшие
результаты, чем (2.11), однако при возрастании k числа, полученные
из (2.9), растут значительно быстрее чисел, полученных из (2.11).
Можно предположить, что «ухудшение» (2.9) по сравнению с (2.11)
происходит из-за допущения сколь угодно больших значений погреш-
ности, хотя и с малой вероятностью.

Наконец, докажем теорему, аналогичную теореме 2.
Теорема 4. Пусть для р{х) выполнено (2.1),

P{\\Ck =P{\\Co\\^x/2h ).

Тогда при k таких, что

а2 (£+l) 2 (23ft ~ 2 22ft_1 ) < 1, (2.12)
имеем

(k+\)( -4L-+ —‘*). (2.13)V У2л 4 '

Доказательство. Аналогично (2.4) получаем

/ т ТТ 2 '£ ‘ , “ 1
He fe <2 |/.— (т(£+l) £ Г(п+1) a2n 22n ( fe_l/2) (^+l) 2п +

п=o
9-fe+l 2 R-‘

/ 1 \ \н г-и 2^k~mr п +Л. а2 " {k +l) 2п
.

Уя л—l
Х 2 1 '

Используя (2.12), аналогично (2.6) и (2.7) находим
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2fc-i_i
21 Г (n+l) a2n22n(~h~1l'2) 1 )'2n^2fe^1

, (2.14)
71=0

2J 22n(ft-i/2)F (M+JL ) a 2« (£+l) 2 « <^23fe~2a2 (6+l ) 2 -Ö-
,

77=1
\ 2 / 2

ii следовательно,

E 2k ( ]/Лa(6+l) 23ft -%2 (6+1) 2 —).=
W я У я 2 7

= 2 Ä a(£-f 1)( ——h22fe~2
,Х У2п 7

откуда сразу следует (2.13), и теорема доказана.
Как и в предыдущей оценке, рассмотрим случай, когда известно,

что НС/Л 2 ft e и положим а = е/З. Тогда (2.13) будет выглядеть сле-
дующим образом:

(2. 15)
3 Х У2я 12 7

где k удовлетворяет условию

е2/9 [k +1)2 (23ft~2 22*-1 (2.16)
а оценка для случая ||C fe || 2 ft e есть (1.17).

Дисперсия ел удовлетворяет неравенству
2*-‘ / о \2тг22J('y2 ft - 1 1) j У(4п— 1)!! ((2/г —1)!!) 2 +

тг=l

О Т/1Г 2 't ' ,~1 /' р \2тг+l п / /тт
+- 2J (~~2*~*(k+\) V (4/1+1) üV ((2Ц)!!) 2

.

Уя п=о l 3 r г 2

Таблица 4

Xh
k

1 2 3 4 5 6 7 8

0,001 07 1,3-10~4 2,7 • 10“4 5,3 -10- 4 0,0011 0,0021 0,0043 0,0085 0,0170
08 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004

0,01 07 0,0013 0,0027 0,0053 0,0106 0,0213 0,0426 0,0852 0,1704
08 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04

0,1 o7 0,0134 0,0269 0,0537 0,1075 0,2150 0,4300 0,860 1,7199
о я 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4 0,4

0,15 o7 0,085 0,170 0,339 0,678 0,357 2,713 5,426 10,85
0« 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600 0,600

0,20 07 0,115 0,231 0,461 0,922 1,844 3,689 7,378 —

08 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800 0,800
0,25 o7 0,147 0,294 0,587 1,175 2,350 4,700 9,400 —

08 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,35 07 0,213 0,427 0,854 1,707 3,414 6,829 —

—

Oa 1,400 1,400 1,400 1,400 1,400 1,400
0,70 o7 0,481 0,962 1,925 3,850 —

— —
—

Oa 2,800 2,800 2,800 2,800
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Пусть Xh = 2ft-I e {k -f- 1). Обозначим правые части (2.15) и (1.17)
через 07 и Og соответственно. В табл. 4 приведены данные, аналогич-
ные данным табл. 3.
Примечание. Прочерки в клетках табл. 3 и 4 показывают, что
для данных Хи и k не выполнены соответственно (2.10) и (2.16), и сле-
довательно, оценки (2.9) и (2.15) не могут быть использованы.

Автор выражает глубокую благодарность Г. Вайникко за руковод-
ство работой.
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Anna MINTS
OPERAATORITERATS IOONE JUHUSLIKE ÜMARDAMISVIGADEGA

On tehtud operaatoriteratsioonide analüüs eeldusel, et ümardamisvigade normid on juhus-
likud suurused, mis on jaotatud ühtlaselt väikesel lõigul või normaalselt positiivsel
arvteljel, .kusjuures dispersioon on väike.

Anna MINTS

OPERATOR ITERATIONS WITH A RANDOM ROUNDING ERROR
This work deals with the influence the error of rounding-off has on a nearness of the
approximate solution of the operator equation Au=f to the correct solution when the
approximate solution is calculated by means of operator iterations method, and norm
of the error of rounding-off is a random value. Obtained estimates are compared with
the corresponding estimates for the case of determined error.
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