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КЛАССИФИКАЦИЯ ТРЕХМЕРНЫХ ПОЛИМАТРОИДОВ

(Представил А. Хумал)

Исследование n-мерных полиматроидов в смысле Дж. Эдмондса [‘]
приводит к исследованию особого класса Щп) многогранников UczR+n .
С помощью подходящим образом заданного отношения эквивалент-
ности на множестве П(«) автором [2 ] описана некоторая серия вклю-
чающих друг друга классификаций n-мерных полиматроидов, классы
которых инвариантны относительно гомотетий с положительными пара-
метрами и относительно перенумерации координатных осей в Rn . Ис-
пользуя наиболее подробное описание отношения эквивалентности в
случае трехмерных полиматроидов, задача их классификации решается
полностью. Для получения искомой классификации следует учесть,
что (см. [3 ], с. 144; [ 2 ], с. 418) многогранник Uczß+з является трех-
мерным полиматроидом, т. е. ПеП(З) тогда и только тогда, когда
координаты его элементов х {хи Xj, хи) е П, удовлетворяют линей-
ным неравенствам

а еЗ = {/, /, k} = {l, 2, 3},
CL, Ь 3, й<Ь, (1)

Xa+Xb +X {а, Ь,с}=3,

где действительные параметры га >O, га ь гьа >oи г > 0 удовлетво-
ряют условиям

г 0 ДЛЯ любых а,6еЗ, аф b ,

г^Га-\-гЪ с для каждого аеЗ при {а,Ь,с}= 3,
гга ъ~\~гас, га для каждого üg3 при {а,Ь,с} =3.
Введем понятия и величины, которые полностью описывают гране-

вую структуру заданного полиматроида ПеП(3) ( Пусть множество
перестановок, составленных из элементов множества 3 = {t, /, k),
обозначено через §3 = {сг = {А, В, С), {А, В, С} = {/, /, k)) . Сопоста-
вим произвольной перестановке а= {А, В, С) е83 т. н. о-максималь-
ный элемент *ха рассматриваемого полиматроида ПеП(З) так, чтобы
его координаты вычислялись по формулам

*xa A= m ах хА , *xaB= max хв; *xac = шах хс , (2)
хеП хеПд *еП А в

где Па= Xa *xoa}, ха=*х°а, хв= *хав }.

Предложение 1 (см. [2 ], с. 418). Если полиматроид ПеП(З)
задается системой (1), то его а-максимальными элементами будут век-
торы *ха е R+з с координатами *хаи *xa j, *xak, значения которых пред-
ставлены в табл. 1.
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Определение 1. Перестановки а, те§3 называются эквивалент-
ными относительно полиматроида Пе П (3) тогда и только тогда, когда
*хаа = *ХТа При вС6Х йеЗ,

Соответственно определенному ч отношению эквивалентности мно-
жество S 3 разбивается на классы эквивалентности £а (П) 3)

ае!={l, ... , m}, Общие свойства классов £а (П) даны в
[2 ]. В табл. 2 указаны все существующие возможности разбиений S 3
при этом сохранена нумерация условий для параметров га , га ь, г систе-
мы (1) из [4 ] (см. также [ 2 ], с. 419).

При фиксированном полиматроиде ПеП(З) формальная структура
каждого класса Е а {П) описывается множествами

£ (а) = {lа, а= (Iа, 2а, За) е £а (П)} S3, а el;
(а, А) {2а, 1а=Л, ia= (la, 2а, За) <= £а (П)} с= 3, Л а), ае X.
Обозначим мощности введенных множеств соответственно через

ра = | Еа (П) |, <?' а= | (а) |, qaA— (а, А) |. Без ограничения общно-
сти можно предполагать, что р х рт 1 и при ра = ... =р ш

,

{a, , co}sX, а'< ... <о, всегда qa ... w
. Кроме того, из

табл. 2 следует, что для трехмерных полиматроидов ПеП(З) при
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Таблица 1
Координаты a-максимальных элементов П е П(3)

Перестановка *xaj *x° h
(Г £ §3

(А А *) Гг Г ii — Г,- Г — Гц
0*. К /) Гг Г — Г г/г г ih — Гх
(А А *) га — Г: Г i г — га
(А 0 г — rjh п гih rj
(*. А /) Г/А — Г/г r — r ih ГА
{К А 0 г — Г ih гih — Га га

Таблица 2
Всевозможные разбиения множества S з на классы £а(П)

1 £»(П) = 8з 7 {(Õ У А), (У, А, у)},
2 { (У, j, А), (у, У, А), (у, ft, t)}. {(/. Õ А), (У, А, 1)},

А, У), (А, г, /), (А, у, t)} {(А, г /)), {(А, У, 0}
3 {(У. j, A), (/. t, A)},

Ui. A. /). (A. У. /)},

8 {(У, у, ft), (у, У, ft)},
{(ÕA,/)}, {(/.А. У)},

{(/. A, У). (А, у, У)} {(A, t У)1. {(А, У, 0/
4 {(t. У, А), (г. А, /)},

i, А), (у, ft, У)},
9 {(A, i У). (А. У, 0).

{(/, {(0 У. А)}, {(0 А, у)},
{(*. У, У). (А, У, У)}

10
{(у. », А)}, {(/, А, j))

5 {(У. У, А), (у, У, ft)}, {(у, ft, У)}, {(Õ У, А)}, {(Õ А, /)},

{(/, А, У), (А, У, у)}, {(А, у, У)} {(/.«. А)}, {(У, А, г)},
6 {O'.

{(A
У, А), (/, у, А)}, {(У, ft, у)},

У. У). (А, /. 01. {(У- А, У)}
{(А, г /)}. {(А, /, 0)

Значения параметров m, p“, q<*, qaA

Таблица 3

m 1 2 3s$msC6

pa 6 3 2 2 1
qo. 3 2 2 1 1
qa A 2,2,2 2, 1 1. 1 2

.

1
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фиксированных значениях т, ра
, qa параметры qa A принимают вполне

определеные значения (табл. 3).
Чтобы использовать величины ра

, qa
, qaA для задания отношения

эквивалентности на множестве П(3) каждому классу £а (П) S 3 со-
поставляется т. н. Е-максимальный элемент еа dП, взяв еаа *хаа ,

аеЗ, (те£а(П).
Известно (см. [2 ], с. 411), что еа = (еаг -, eaj, еаЕ), а el, является

вершиной полиматроида ПеП(З), Таким образом, граненая структура
ПеП(З) определяется расположением еа еП в пространстве /? 3+ или,
иными словами, значениями координат еаа ,

аеЗ, ae JC. Среди этих
координат некоторые никогда не обращаются в нуль, а некоторые при-
нимают как нулевые, так и ненулевые значения. Последние называются
главными параметрами полиматроида, строго ненулевые параметры
называются вторичными. Главные параметры определяют граневую
структуру полиматроида ПеП(З), т. е. число его вершин, ребер и
граней, а также их взаимное расположение, вторичные же задают ве-
личину полиматроида.

С помощью следующего предложения описывается множество
в {еаа 0, ae Ji} главных параметров полиматроида.
Предложение 2.
A. Если ра =6, qa =3, qaa = 2 (ae 3), то полиматроид П главных

параметров не имеет (9= 0), и вторичными будут любые два из
e x i, e l j, е х и (третий определяется из условия e x i -f- e ] j + е х и = г).

B. Если ра=3, qa —2; qa A —2, qaß—\, то е?с е 8 при {А, В, С}=3.
C. Если ра= 2, р“=2, qaA —l, qaB =\, то при {А, В, С}=3.
D. Если ра —2, qa A=2, то еав, еасе§ при (Л, 5, С}—3.
E. Если ра =l, qa — 1, =1 и J£(a, А)—В, то при

{А, В, С} ==3.

Определение 2. Пусть трехмерные полиматроиды П а П' характе-
ризуются наборами параметров (т; р l

, ... , p m ; qx
, ... , pm) и {т'\

р х ', ...
, рт’\ qx \ ...

, pm ') « множествами главных параметров 8и 8'
соответственно. Полиматроиды П, П'еП(З) называются структурно
вполне эквивалентными, если справедливы равенства m tn', ра = ра',

qa = q&' (а Ж = (1, ...

, пг]) и, кроме того, совпадают числа g0 и g'0
нулевых элементов в 8 и S' соответственно.

Обозначим классы полной структурной эквивалентности трехмерных
полиматроидов через N (m: р а; qa \ gn ) с=П(3). Соответствующую клас-
сификацию назовем полной структурной классификацией полиматрои-
дов ПеП(З),

В [ 4 ] (с. 26) дана структурная классификация трехмерных поли-
матроидов, содержащая десять классов L(m\ ра : р а ) стП(З). Указаны
также условия для параметров r„, r nh , г , при которых система П) за-
дает полиматроид из Фиксированного класса L{m\ ра : qa ). Следует
отметить, что классы L{m\ ра

; qa) непосредственно соответствуют раз-
биению множества §3 на классы эквивалентности £“(Ш из табл. 2.
Полная структурная классификация с классами N {rn\ ра ; р а; с=П(3)
получается разбиением соответствующих классов L (m; ра

\ qa ) по воз-

Таблица 4
Условия на главные параметры класса L (4; 2,2.1,1; 1,1,1,1)

е^>0 е\^0 e 2 i^0 eh>0 e3j>0 ) e 4,^0

r>rjh Г>Гц r^Kjk
(r ii> r 0 (rih>ri) (г (rjh^rj)
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можным значениям главных параметров полиматроида И е L(m; ра \ qa ) .

Определение классов N {т\ ра
\ q a

\ go )czL{nv, ра
\ qa ) осуществляется

по следующим этапам.
1. Составление множества S главных параметров полиматроида

П eL(/n; ра\ qa) по предложению 2.
2. Выяснение условий, которым кроме условий класса L (m; ра \ qa )

но определению 1 и табл. 1 удовлетворяют параметры га , га ъ, г, если
система (1) задает полиматроид из класса N [т\ ра; q a \ g0 )- Оказы-
вается, что в конечном счете при SФ 0 искомые условия всегда за-
даются в виде г гц, г гih, г
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Рассмотрим, к примеру, подробнее случай класса L(4; 2,2,1,1; 1,1,1,1)
(соответствующий разбиению № 7 из табл. 2).

1. По табл. 2 справедливо Е { (П) = {(г, /, k) ,
((,&,/)}, £' 2 (П) =

= (j,k,i)}, ЕЦП) = {{k,i, /)}, £4(П) = {(/г,/,/)}. Следова-
тельно , с учетом разделов D и Е предложения 2, множеством главных
параметров будет S = {е 1

,-, е\, е2 i; e2 h, e3 j, е4 г -}.
2. Так как по определению 1 теперь е 1 = е2 =

= *яИ- г '.ь) = е3 = е 4 = *x(~h ’^i \ то из табл. 1 следует, что
их координаты e“a eS удовлетворяют условиям табл. 4.

Из табл. 4 ясно, что основными являются неравенства г гц
i r?h гj, Гih > Гг), Гih (rij Гг), Гjk (Гц Гj) . С ТОЧНОСТЬЮ ДО

взаимной замены i-й и /-й координатной оси существует шесть раз-
личных возможностей для равенств или неравенств г с rih и соот-
ветственно. Полученные классы /V(4; 2,2,1,1; 1,1,1,1; got )czL{4; 2,2,1,1;
1,1,1,1), t = 1,

..., 6, включены в общий список в табл. 5, где на-
ряду с параметрами m, ра

, qa класса N {т; ра
; qa

; got ) указываются
условия для г, гah, при которых система (1) задает полиматроид из
рассматриваемого класса. Кроме того, табл. 5 содержит основные чис-
ловые характеристики граневой структуры полиматроидов каждого
класса.
Замечание. В личном письме автору д-р Э. Гирлих представил спи-
сок трехмерных полиматроидов, полученный им совместно со своими
учениками независимо от автора настоящей работы. Этот список со-
держит полиматроиды на четыре класса меньше, чем наша табл. 5.
Связано это с тем, что полиматроиды с характеристическими векторами
(9, 14, 7), (10, 15, 7) и (12, 18, 8), координатами которых являются
числа вершин, ребер и граней полиматроида соответственно, в нашей
классификации описаны с точностью до параллельности ребер и гра-
ней.
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Käärin RIIVES
KOLMEMÕÕTMELISTE POLÜMATROIDIDE KLASSIFIKATSIOON

Eelmises töös | 2 ] esitatud klassifitseerimismeetodit on nüüd rakendatud kolmemõõtmelise
ülesande lõplikuks lahendamiseks. On saadud nn. täielik struktuurne klassifikatsioon
(tab. õ), mille puhul ühte klassi kuuluvad sama kombinatoorse struktuuriga hulktahu-
kad, arvestades tippude, servade ja tahkude arvu ning viimaste paralleelsust. Need
klassid on invariantsed vaid sisaldava ruumi koordinaattelgede ümbernummerdamise ja
positiivsete parameetritega homoteetiate suhtes.

Käärin RIIVES
A CLASSIFICATION OF THREE-DIMENSIONAL POLYMATROIDS

The method of classification proposed in [ 2 ] is applied for the complete solution of
the three-dimensional problem. As a result, there has been obtained a complete structural
classification (Table 5). A class of this classification contains polytopes with the same
facial structure in the sense of the number of vertices, edges and faces and parallelism
of the latter. These classes are invariant only with respect to the rearrangement of
coordinate axis of the containing space and its homothetic transformations with positive
parameters.
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