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Т. ТОБИАС

О ПРИБЛИЖЕННОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ ОБЛАСТИ
ПО ЗНАЧЕНИЯМ СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ ВЫХОДА ИЗ НЕЕ

ДИФФУЗИОННОГО ПРОЦЕССА
Т. TOBIAS. PIIRKONNA LIGIKAUDSEST MÄÄRAMISEST DIFUSIOONIPROTSESSI KESKMISE

VALJUMISAJA JÄRGI

T. TOBIAS. APPROXIMATE DETERMINATION OF THE REQION ON THE BASIS OF THE MEAN
EXIT TIME OF THE DIFFUSION PROCESS

(Представил Н. Алумяэ)

1. Пусть xt однородный л-мерный диффузионный процесс в R n с
п д2 п д

производящим оператором L— h bi{x) ——.

. . . OXi ОХ j . OXi
i,j=l J a=l

Пусть задана /г-мерная область QczRn с границей Г, принадлежащей
классу С2 ,а (обозначения см. [ 1 ]). Допустим, что оператор L равно-

П П
мерно эллиптический в области Q, т. е. JVJ а г С .2Щ>

i,j=1 г=l
ОO, Jfefi; и что ац{х) <= С2>а (Й), Cliot (Q).

Наряду с оператором L будем рассматривать и сопряженный опе-
п дг п д

ратор L'u=2^- {aiju)-S— {b t u).
i,d—l J i—i

Пусть задана /г-мерная область EczQ с границей S, принадлежащей
классу С 2 ,а . Допустим, что в начальный момент I=o хo =х еЕ. Пусть
г х время первого выхода процесса xt из области Е. Обозначим
и{х) Известно, что и{х) удовлетворяет уравнению

(1)

По сделанным предположениям и(х) классическое решение урав-
нения (1) h«(jc)g С2 <(Х {Е).

Рассмотрим в некотором смысле обратную задачу. Пусть задана
область D czQ с гладкой границей у и пусть на границе задана функция
g(x) е С2 ,а(у), Я( л:)>0. Ставим следующую задачу определить об-
ласть Е с границей 5 так, чтобы
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Lu— —l, *<=£,

«|s—o.
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Без ограничения общности предположим, что u{x)=z{x) известна
в области D как единственное классическое решение задачи Lz= —l,
хсеД z\ y =g{x).

Фактическая задача заключается в продолжении этого решения в
более широкую область П. Если это удастся осуществить, то условие
и(х)=о можно принимать за определение неизвестной границы 5. Мы
не будем исследовать вопросы существования границы 5 и ее возмож-
ной гладкости. Вместо этого приведем два способа приближенного опре-
деления этой границы. При этом будем считать, что EczQ.
2. Рассмотрим следующую задачу граничного управления.
Пусть

(2)

где v(x) e C 2,а (Г). В дальнейшем Цо|| = Цо|| . Обозначим решение
°2,аЦ '

(2) через и=и{х, v) и ставим задачу определения граничного управ-
ления и{х) так, чтобы

Подобную задачу можно исследовать методами, изложенными в [ 2 ], и
рассмотреть ее при гораздо более общих предположениях (например,
при г)е[ 2 (Г)), Мы ограничимся выводом приращения функционала
J{v), с помощью которого строятся приближенные методы градиентного
типа.

Обозначим через Хо характеристическую функцию множества D.
Тогда

Последнее слагаемое вытекает из неравенства Шаудера [ 1 ], выражаю-
щего оценку нормы решения (2) через норму граничного значения.

Функция õn =n(x, v\) — и{х, vo) удовлетворяет уравнению
Е(б«)=0, 6и | г=Vi у2 . Введем сопряженное состояние р
=p{x,v) с помощью уравнения

(3)

Теперь с помощью формулы Грина легко получить, что

(4)

где N —(А+ .. . , N п ) внешняя нормаль к поверхности Г.
Обозначим d (х) = a-ij (x)Nj (х). Тогда из (4) получим, что

Lu==— l, x<=E,
и|я=o, u\ v =g{x).

Lu — 1, x<= Q,

u\ v=v{x),

J{v) = f [u{x,v) z{x)] z dx-+m in.
D

/ (Vi) J ( V 2) =2 fxD
[u{x, v 2) z{x)\ [u{x. Vi )—u{x, v2 )]dx+

£ž

+о((|щ —ц2||).

L *P=2% D
[ U {X

>
V)~ z{x)], X(=Q,

Plr=°-

/ {vi) J{v2 ) = JL*p{x, v2 )budx+o{\\vl ~v2 \\) =

-

" . .дг . . др(х, v 2)I 2 auix )Njix ) 37: v 2 {x) )öfs+o(||ul ü 2 ||),
г i,j=l г
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оптимальное граничное управление о* (если, конечно, оно существует)
удовлетворяет следующему необходимому условию:

(5)

Разностные аналоги градиентного метода можно построить, исходя
из формулы (4).

Если известно оптимальное v*, при котором /(и*)=o, то неизвест-
ную границу Г можно определить из условия и{х, v*) =O.
3. Рассмотрим другой способ определения неизвестной границы S,
который впервые был применен в [ 3 ].

Фиксируем исходную гладкую границу 50 и рассмотрим семейство
областей с гладкими границами s*,= {хя,: хх—х-\-Х(х) п (х),
xeSo}. Здесь ,А,(х) е Ci>a (5) и п{х) внешняя нормаль к границе 3’0 .

Пусть iii=u{x, А.) решение уравнения —l, xg£x, Üb\sK=o-
- их \ s o=w и найдем соотношение между Х(х) и w{x). По
формуле Тейлора (в области E o\Ei это будет определением функции w)

_ ,

дих , дш . _

Так как uk {x) е С2>а {Ех), то lim Поэтому, аналогично
ЦЯЦ-Ю

формуле (4) получим

(6)

где р{х) удовлетворяет уравнению

Формула (6) позволяет последовательно вычислить приближения S O ,
Si, ... к неизвестной границе S.
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JL dp(x,v*)
SaM ' =o, хеГ-

г=l г

w{x) =Ub\s o=Ux\ Sl |s xMx )H"°(IIMI)-

1(Я,) / (0)= — J 2 CiW • X W *+0(11X11)
So i=l 1

L*p{x) =2х л [U o{x) Z{x)], xGE Eo, p|s o=o.
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