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Ю. ЭНГЕЛЬБРЕХТ, Т. ТОБИАС

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН
В АКТИВНОЙ СРЕДЕ

( Представил Н. Алумяэ)

1. Некоторые задачи распространения нелинейных волн в активной
среде приводят к уединенным волнам [ l2 ], имеющим определенные ста-
ционарные профили. С математической точки зрения это свидетельст-
вует об автомодельности процесса, с физической точки зрения об
уравновешивании ряда физических эффектов, таких как нелинейность,
диссипация, приток энергии. В физических экспериментах измерение
стационарных профилей связано с меньшими трудностями по сравнению
с измерением изменяющихся во времени и в пространстве профилей.
Поэтому для решения обратной задачи восстановления коэффициентов
начального уравнения, которые прямо связаны с физическими парамет-
рами процесса, целесообразно использовать стационарные профили.

Далее рассматривается задача восстановления коэффициентов мате-
матической модели, описывающей распространение импульсов в нерв-
ном волокне. Для описания уединенной волны в нем предложена гипер-
болическая модель [3 ], согласно которой волновой процесс описан эво-
люционным уравнением [4 ]

(1)

где Ci, С 2, С 3,
а, @ положительные постоянные. Переменной | изме-

ряется расстояние от псевдофронта %=c ot х=o, где с,0 скорость
волны без учета притока энергии, коэффициент а связан с равновесным
потенциалом, коэффициент 0 с действительной скоростью процесса.
После введения автомодельной переменной rj=x-|-0| из (1) вытекает
уравнение стационарной волны

(2)
которое решается при условиях

(3)

Физическая сторона процесса следующая; уравнение (1) описывает
эволюцию начального воздействия г(0, g)=z0 (Š) к уединенной волне
(если это допущено физическими условиями [ 4 ]), а уравнение (2) ста-
ционарный профиль этой волны, когда физические эффекты, обусловли-
вающие искажение профиля, уже уравновешены. В этом случае естест-
венно задавать начальные условия (3), исходя из равновесного состоя-
ния. Процесс установления профиля изображен на рис. 1, где приведены
решение уравнения (1) при Ci =3, С2 = 3, С3= 1, а=o,l, 0= 2,6 (сплош-
ная кривая )на расстоянии х=l,o см и решение уравнения (2) при
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Рис. 1.

С4 5,0 (прерывистая кривая), а так-
же начальное воздействие для уравне-
ния (1) (штрих-пунктир).

Ставим следующую задачу: найти
коэффициенты С г- уравнения (2) и на-
чального условия (3), если задано
z (т]) =/ (л) > г) [O, е]. На практике
f{r\) представляет собой эксперимен-
тально определенную функцию.
2. Исследуем единственность задачи.
Предположим, что задача имеет еще
другое решение, т. е. выполняется

(4)

где di постоянные. Так как г(ц) задано, то Ci —di=f'{o). Вычитая
уравнение (2) из (4) получим .

(5)

Так как z(0)=0, то ctiC4 =O, следовательно, ai =O, и из (5) вытекает

(6)
Пусть а3 =o, тогда ( —a2i-f-aa2z)z' =O. Это выполняется лишь в случае,
когда z=const, что не удовлетворяет условиям задачи. Поэтому азФО.
Деля (6) на а3 и интегрируя, получим

(7)

Так как z{o) =O, то С=o, и в итоге получим

где знак минус выбран на основе начального условия. Покажем, что при
любом (3 функция z= 1 (1 —(Зц) 1''2 не может удовлетворять уравнению
(2) на отрезке [O, е], е>o. Прямой подстановкой получим

(8)
Определитель Вронского для функций 1, I—(Зтр1 —(Зтр (1 (Зр) 3'2 и (I—Рл) 2

равен W——3/4(36(l (Зц) _3 / следовательно, равенство (8) не вы-
полняется. В итоге мы доказали, что решение z{r\), г] е [O, е] опреде-
ляет параметры Ci, С2, С 3 иС4 однозначно при любом е>o.
3. Обозначим решение уравнения (2) через г{г\)—2{ц, С), где С:=
=(С 1, С 2,

С 3,
С 4). На практике решение известно в дискретных точках,

т. е. известны измерения Zi =z{r\i, С) , r= 1, ... , N. Поставим следую-
щую задачу: определить С так, чтобы

(9)

г"- j- {di d2 z-\- ad2z2 ) z'-\-d3z=o,
z(0)=0, z'{o)=db, т]е[o,е],

(dl — Z'-\~dsZ —0,

z(0) =O, z'(o)=C4; ai =Ci di.

(—0.2~\~ 2/-|~аз—o.

—•— z+tt— Z<l =—'П+С» C=const.
аз /аз

2=a"1'( 1 —(1 — 2аа“l аз,п) l/2 ),

P2+2p (Ci C2+aC2 ) (1 -РЛ )+2(РС2 — 2apC2+2C3) (1 -Pr|)3,2+

+2(apC2 -2C3 ) (1 - Рл) 2=o.

J{C) = £ [e(rp-, C) —2,]2 -^min.
1=1
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Опишем коротко градиентный метод решения поставленной задачи
Обозначим Uk(r\,C)=dz{i\,C)/dCh. Тогда

Построим последовательность С п приближений по правилу

где tn длина градиентного шага. Легко вывести уравнения для функ-
ций uh {r\, С)

где gn— —z', g2 =zz' — az2z', g3 ——2, g4=o. Можно также воспользо-
ваться алгоритмами без производных, описанными в [s ].

В нижеследующих численных расчетах использовалась готовая про-
грамма определения неизвестных коэффициентов дифференциальных
уравнений, имеющаяся в пакете BMDP [6 ].

Задача 1. В качестве заданной /(ц) выбрано решение уравнения (2)
при Ci =4,615, С 2=0,2115, С 3 =I,С4 = 140, а= 1/110. Ищутся коэффи-
циенты уравнения (2) при а= 1/130, последний с физической точки зре-
ния лучше определяет равновесный потенциал ( —65 мВ). Результаты
расчета представлены на рис. 2, где точки соответствуют значениям за-
данной функции при АА=SO, а сплошная линия решению обратной за-
дачи. Искомые коэффициенты получаются следующими: С\ = 3,531,
С 2 = 0,128, С 3=0,945, С 4 =142. Остаточная сумма (минимальное значе-
ние функции J {С)) равна 185,35. Вариация начальных данных, как и
следовало ожидать, не влияла на окончательный результат.
Задача 2. Заданная функция /(ц) выбрана исходя из предполагаемых
значений максимальной (~ 100 мВ) и минимальной ( ~—lO мВ) ампли-
туды и показана на рис. 3 точками (всего jV =SO точек). Начальные
данные выбраны из решения задачи 1: С i = 3,531, С 2 =0,128, С 3—0,945,
С 4 = 120 {а= 1/130). Результат расчета изображен на рис. 3 сплошной
линией, искомые значения параметров следующие: Ci= 2,61, С2= 0,091,
С 3=0,568, С 4=121. Остаточная сумма (минимальное значение функции
/(С)) равна 1969. Вполне ясно, что заданная функция неудовлетвори-
тельно описывается используемой моделью, т. е. решением уравнения
(2).

Недостатком указанных алгоритмов является невозможность качест-

dJ N
__=2 [Z (Т)г, C)—Zi\ Uh (т]г> C ) .
ÕLh i=i

C«+i =C« —f„ grad J {C n ),

и''- j- (Ci C 2z~\-aC2z2) и'k -\-С3Uh~\- ( — C2-\-2aC2z)z' Uk —gk,

М0)=0, «;(0) =O, *=1,2,3, И4 (0)=0, И'4 (0) =l,
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венной проверки существования порога и уровня насыщения (макси-
мальной возможной амплитуды).

В заключение авторы выражают признательность Т. Тийтсу за ока-
занную помощь при осуществлении численных расчетов на ЭВМ ЕС 1052.
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J. ENGELBRECHT, T. TOBIAS
AKTIIVSES KESKKONNAS LEVIVATE MITTELINEAARSETE LAINETE

PÖÖRDÜLESANNE

Aktiivses keskkonnas on võimalik statsionaarse profiiliga lainete formeerumine, kui
energia juurdevool on tasakaalustatud dissipatsiooni- ja dispersiooniefektiga. Statsio-
naarse profiiliga laine kirjeldamiseks piisab harilikust diferentsiaalvõrrandist, mis
tunduvalt hõlbustab ülesande lahendamist. Kõnealune pöördülesanne kujutab selle
võrrandi koefitsientide leidmist eksperimentaalselt määratud laineprofiili kuju järgi.
Näitena on vaadeldud närviimpulsi levi kirjeldava mittelineaarse võrrandi koefitsientide
leidmist ning tõestatud selle ülesande ühesus. Ülesanne on lahendatud gradientmeetodil
ja toodud numbrilised näited.

J. ENGELBRECHT, Т. TOBIAS
AN INVERSE PROBLEM FOR NONLINEAR WAVES IN AN ACTIVE MEDIUM

In several cases a solitary wave of a constant profile may form inan active mediurn,
provided the energy influx and the dissipative and/or dispersion effects are balanced.
Although the wave propagation process is generally governed by a partial differential
equation, the constant profile is governed by a certain ordinary differential equation
that makes a suitable starting point for solving the inverse problem. Неге the wave
process in a nerve fibre is studied and the corresponding inverse problem for the
ordinary differential equation (2) governing the propagation of a stationary wave is
stated. The formation of the stationary wave is demonstrated by solving the evolution
equation (1). The inverse problem indudes the determination of the coefficients of the
ordinary differential equation on the basis of the known solution resulting from an
experiment. The uniqueness of the corresponding inverse problem is established. Further
the gradient method is proposed in order to get numerical solution. The numerical
results obtained, using the Biomedical Computer Programs [ 6 J, show a rather good
convergence towards the established solitary wave profile.
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