
185

ЁЁBТI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. 32. KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1983, NR. 2

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ 32
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1983, № 2

УДК 518.12 : 517.958 : 523

Ю. КНЯЗИХИН
МЕТОД ДИСКРЕТНЫХ ОРДИНАТ ПРИМЕНИТЕЛЬНО
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ

В ОДНОРОДНОЙ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЙ АНИЗОТРОПНО
РАССЕИВАЮЩЕЙ АТМОСФЕРЕ. 2

(Представил Г. Кузмин)

Одним из возможных методов решения интегро-дифференциального
уравнения переноса является метод дискретных ординат. В ['] был
рассмотрен один из вариантов этого метода: интегро-дифференциаль-
ное уравнение приближенно заменяется системой линейных дифферен-
циальных уравнений с краевыми условиями, которая получается путем
замены интегрального члена некоторой квадратурной суммой. Было
показано, что при «равномерной» дискретизации уравнения переноса
по азимуту матрица коэффициентов системы дифференциальных урав-
нений разбивается на блоки циркулянты, которые легко приводятся
с помощью унитарного преобразования, не зависящего от конкретного
блока, к диагональному виду. Это позволило разбить приближенную
задачу большой размерности на подзадачи меньшей размерности.

В настоящей работе исследуется класс систем дифференциальных
уравнений с краевыми условиями, который интерпретируется как класс
приближенных методов решения уравнения переноса. Сюда входят,
например, дискретные методы решения уравнения переноса излуче-
ния, рассмотренные в [ l_4 ]. Для решения системы из этого класса
предлагается итерационный метод Зейделя. Устанавливается сходи-
мость и оценивается скорость сходимости этого метода (теорема 1).
Для решения задачи Коши, которая возникает на каждом итерацион-
ном шаге, обсуждается метод трапеций с переменным шагом. Пока-
зано, что при определенных ограничениях на шаг решение этой задачи
положительно (теорема 2). В двух последних разделах приводятся два
приближенных метода решения уравнения переноса излучения из рас-
сматриваемого класса, использующие «равномерную» дискретизацию
по азимуту, и их численные реализации на конкретном примере.

1. Постановка задачи

Рассмотрим одну из основных краевых задач атмосферной оптики
2 Я +1

И» =—3(t, (1, ■ф)+Х(4я) “ 1 // £(уфЗ(т, ф') d\i' dq/-fах 0-1

+^g(Y) exP (огт), — (1)

3(0, р, ф) =0 при ц>o, 3 (Я, (1, ф) =0 при р<o. (2)

Задача (1) (2) описывает перенос излучения в освещенной парал-
лельными лучами анизотропно рассеивающей плоскопараллельной сре-
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де оптической толщины И и вероятностью к выживания
кванта в акте столкновения с частицей среды. Анизотропность рассея-
ния учитывается индикатрисой рассеяния g{ у) 0, нормированной
условием

+1 2я(4я)-*/£(/)<го>=(4я)-*; Js(yW<V=l (3)
со -10

COS у'— рр'-)- У(1 I2) (1 р'2 ) COS (ф ф') ,

cosy =pp o+l/(l р2 ) (1 р2
0

) cos (ф

Здесь ( — arccos ро, фо) направление прямого излучения в сфери-
ческой системе координат с полярной осью, идущей в сторону расту-
щих оптических глубин, а;= —1/ро- Искомая функция З'(т, р, ф)
это интенсивность излучения на оптической глубине т в направлении,
которое определяется полярным расстоянием arccos р и азимутом ф.

Для решения задачи (1) (2) рассмотрим следующий класс дис-
кретных методов

dl ('г') г пр
dsm ~ b sm 3sт (т)+Я(4я) 1 СО +

j=l i=l
пр I

+JS g-jlsm3-jl (t) +Msm СХр (от) , (4)
j=1 I=l J

3гт(o) =s-im{H) =O, s =±l, +2, ±n; /= 1,2, tl, (5)
m— 1,2, p.

На параметры dsm , b sm и gji sm наложим следующие ограничения:
Clim'^>0, Ь -ira 0, ö_jm= dim, im == bim, (6)

giljmzzž 0, (7)
giljm:== g—il(—j)m, gil{—i)m ==g—iljm, giljm == gjlim ==gjmil, (8)

-l n P
bim JŽŽj {gg—jlim) == (9)

j==l i=l

i, j— 1,2, n ; m, /=l, 2, p.
Отметим, что свойство (9) является дискретным аналогом

условия (3). Сформулированная нами задача имеет единственное ре-
шение. Для доказательства этого факта достаточно дословно повторить
рассуждения раздела 2 работы ['].

2. Векторно-матричная запись системы (4) (5)

Используя векторно-матричную символику и учитывая свойства (6)
и (8), перепишем задачу (4) (5) в виде

А, =_Bi3,(T ) +2 (О„3,(т) +0-«3-,(т))+Иlеч>(<п),
dx j=l

A,rf3 -J (T> =В,3-,(г)-jt(G-ij3j(t)+Gjj3_,(r)) ехр(ат), (10)
аТ j=l

Ji(0) = 3_i(W) =O, i=l, 2 n. (11)



Здесь
Зг (t)'= (Згl (т) 3i2 (t). . . Згр (т) ) т

,

Uf (Игl •• • Т
>

(g’jlil £jl?2 ••

.
žTjlip \ /bji Q

)

gj2il gj2i2 ... gj2ip \ I b j2

( \
•

ŠfjPil JPi2 •• • gjpip / \ bjp /

/“* о \
Öj2

Aj= •

, i==tl, ±2, 4hn; /=l, 2, /г.

\° •

/\ öjp /

Кроме этой, будем использовать еще одну форму записи задачи
(4) (5)

(т) = Дх (т) +А-Ю~у(т) + Л-1/+ (т),
(12)

у' (т) =—R У (т) Л- 1 G-x (т) (t) ,

х{o)=у{Н)=o. (13)

Здесь R—A~lB {B~ lG+

0 \ lßi о \ /В±п ±l2 ‘‘ ‘ В±lп \
\ 1 I G+2l G+22 .. . G±2n j

•

AJ \ В J \G±n\ G+nz ... G±nn/
X (т) = (3l (t) 32 (t) ... 3n(t)) т

, У (T) = (3-1 (r) 3-2 (T) ... 3_n (t)) T
,

/±=exp(at) (м-ыМ+2 ... и±п) т
,

a I единичная матрица.

3. Итерационный процесс

Рассмотрим итерационный процесс

x'k+i (т) =Rxh+1 (т) (т) -\-А~Н+(т),
хш {o) =O, -Л

</Vh (т) = -Ryk+i(т) - Л-* G-xk+l (т)- A->f- (т), (,4>

Ук+i (Я) =O.

Для описания этого итерационного процесса введем ряд обозначё-'
ний и определений, а именно:

пр пр
1) g= min (4я bsm)- 1 JŽ 0= max {Anb am )~*J£ £ gjism',

1 j=l J=l Ks<n j=l I—l
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-

") ГП —(1 7.G) min dimbim\ Al max C^imbim^
, l^m^p

3) для x, у R up определим скалярные произведения
{х,у) = '2хм,

j

{х, у) в— {Вх, у), {х, у}= {АВ~Iх,у)я= {Ах, у)
и нормы

Ыв={х,ху%, \\х\\ =(х,х}4*;

4) 12 [0,Н] пространство вектор-функций х(т), определенных на
отрезке [О, Я] и принимающих значения в Яп р, в котором норма за-
дается как

НИН (/M2 (t)H 1/2 ;
о

5)
6) 02=1 ехр( —МН)\
7) CJ= 0102-
Теорема 1. Итерационный процесс (14) сходится при любом, на-
чальном приближении уо е L 2[o, Н\. Имеют место оценки

I Ik* JC*-hII I s£rn-*'2 (l qt)-'q2k +'\ \\y|| |,

I lb* №+illl -J'2 (l 92)“1926+2 | 11j/o— </ill |, k=\, 2, 3

Замечание 1. Теорема остается в силе, если «нулевые» краевые
условия (13) заменить на «ненулевые». Кроме того, применяемый для
исследования математический аппарат позволяет обобщить теорему
на случай зависящих от переменной т матриц.

Доказательство теоремы будет дано в конце этого раздела.
Лемма 1. Матрица R = A~IB{B- l G+

— /) является самосопряжен-
ным оператором в гильбертовом пространстве со скалярным произве-дением Имеет место неравенство

—М (х, х}^ —ш<х, х>. (15)
Доказательство. Определение матриц А, В и G+ с использова-
нием условий (8) порождает цепочку равенств

(Rx,y}= {{B~l G+ l)x,y ) B= {х, G+y) {X, By) =

= (*, {B~i G+
доказывающую самосопряженность оператора R.

Используя неравенство Коши—Буняковского, имеем
~l G+x,x)b

{х,х) в 1 —ЦЛ-iG+IIb) (х,х)в. (16)
Учитывая самосопряженность оператора B~ l G+

, действующего в гиль-
бертовом пространстве со скалярным произведением (~.)в, и опреде-
ление величины G, получим

Ввиду того, что матрица А~ 1В диагональна, имеет место соотношение
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( min airnbim ){X, x}= {x, x) ( max a^bim ) {x, x}.
'lгn' ' 1 г n '

(18)
Сопоставление последних двух соотношений с неравенством (16) за-
вершает доказательство леммы.

Вернемся теперь к задаче (12) (13), Решая первое уравнение
системы (12) относительно х(т), а второе относительно у{т), полу-
чим

х{х) = / exp{R{x — s) ) A~i G~y{s)ds-\- J exp{R{x — s))A-lf+{s)ds,
о о

y{t) = / exp(/?(s —t) )A'~i G~x{s)ds-{- f exp {R (s —t) ) A~ lf-(s) ds
T X

или в операторном виде

X— Viy+fi, h (t) = / exp (R (t —s )) A~ l f+ (s) ds,
о

y=V2x+f2, h(T) = J exp(R(s-x))A-'f-(s)ds. (19)
X

Рассмотрим итерационный процесс

Wä= Piüft—i-j-fi,
Oft=V 2oj^l +/2, k— 1,2, 3, ... . (20)

Сравнивая итерационные процессы (20) и (14), получим
Xk =U2h-i, yk = V2h ■ (21)

Определим на L2 [o, Н] операторы

(Va) (т) = / exp {R (т —s ))Rx ( s)ds, (V2x) = / exp {R (s т) )Rx (s) ds.
0 X

Лемма 2. Имеют место неравенства

jIIF*lll exp (—MH), i= 1,2. (22)
Доказательство. Так как матрица —R является самосопряжен-
ным положительно определенным оператором в гильбертовом про-
странстве со скалярным произведением то существует орто-
нормированный базис щ, е2 , •••, e N {N<= пр) [s ], состоящий из соб-
ственных векторов оператора — R, соответствующих собственным
числам m у2 ... yiv М. Пусть це12 [o,Я]. Тогда

N
и{х)= 2 uh {x)ek .

h=l

Отсюда

II {ViU) (т) || 2= 2J i/уь exp(—yk (x s))uk
fe=l о

Далее

j||Fi*ll|2= 2 f (/y ft exp(—Yfe(t s))xh {s)ds) 2

k=i о 0

NHx r 2fif yk exp (—■ у* (t —s)) ds) (f yh exp (—y h (t —s)) xk (s) ds) dr<
h=i 00 0
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— exp {—MH)) JSJ fxl (s) (1 exp (—(Я —s)yh )ds<^
h= 1 0

(1 exp ( —MH) ) a Jj Jxl {s)ds'={\— exp(—JWtf))a|||*|||*.
,fe=l о

Отсюда следует неравенство (22) для i 1. Доказательство леммы
для i = 2 аналогично.
Замечание. 2. Для доказательства леммы 2 фактически потребова-
лось только два свойства оператора R самосопряженность и отри-
цательная определенность, поэтому в определении 3) норму |] -1| можно
заменить любой другой нормой ||-||* (~.)*’Ч лишь бы в новом про-
странстве оператор R был самосопряженным и отрицательно опреде-
ленным.
Лемма 3. Имеют место неравенства

]]| Vij|j< (1 exp(MH) ) || (Б-IС+ i= 1, 2.

Доказательство леммы очевидно.
Лемма 4. Спектральный радиус q оператора (/ B- l G+)- xß~'-G-
-удовлетворяет неравенству q oi.
Доказательство. Положим

К,=l ( Л-1 G++lB-' G-) , Кг= tß-iG-, К=Ki+К 2+К\,
где t некоторый параметр. Матрицы К, К\ и К 2 являются самосо-
пряженными операторами в гильбертовом пространстве со скалярным
произведением (~.)в. Будем оценивать спектральный радиус Q\ = tq
оператора

С= (Ki+K2)- 1K* 2 =t{l В- 1 G+) -iB~I G~. -

Имеем
{Кх, X) в = {х, х)в {{В-1 G+ tB~l G~) х, х)

(1 lIВ - 1 G+ tB-i G-||в) {х, х) в-
Так как матрицы B~ l G+ и B~ I G~ являются самосопряженными опера-
торами в гильбертовом пространстве со скалярным произведением
(~ ■)в, то величина ||B~ l G+ — tB-x G-\\B есть наибольшее по абсолютной
величине собственное значение матрицы {B~ l G+ tB~ x G-). Это собст-
венное значение с учетом (7) можно оценить следующим образом

|| Л-1 G+ tB- 1 G-Цв max I (4я b sm )
- 1 jj lŽ 1Sjism tg4i sm | <

j= 1 I=il

max sm) >

Ks<n
l^m^p

где
n p n p

Ctsm (4 Jtb sm ) 1 gjlsm, |3sm = (4ft6sm) 1 g—jlsm,
j=l 1= 1 j=l I= l

Psm 1
•

Отсюда
\\B-lG+ tB-i G-\\ max ((1 t) asm+o =M(I 0«+0 =y(0•

Ks<n
l^m^p
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Здесь
_JG, t^l,

П

Пусть (О, (1 — Я£)(Я(1 —g)) -1 ). Тогда, учитывая последнее нера-
венство, получим

(К*,*)вХ 1 y(0) {х,х)в, I—у (0 >O.
Аналогично

(Ki*, *) (1 —у(o ) (*, *)В.

Используя теорему [6 ] (с. 105) об оценке спектрального радиуса,
получим

Qi< I—уо1 —уо IlKi+Kail” 1
,

где у0 удовлетворяет неравенству

Уо>Ро УР2
0
— (1 У(0) 2

, (3 0= sup | ((Кl+/С2) *, х) в|.
Мв=l

Учитывая самосопряженность оператора К\ + /С2 и соотношение qi =
получим
e 2<^(l-(l-Y«)2/(l+Y(0)) 2 )=iH<), V<s(o, dl-ад (Ml-g))-4).

Нетрудно заметить, что функция монотонно убывает. Следова-
тельно,

е 2 <Ф(П<ll5(O. t*= (1 -Ш а(1 -g))- 1

или, что то же самое,

q<A(l — g) (1 1= 9i.
Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Положим

(*, У)*={ {1 5- 1 G+) х, у) в= <Я*, у}, \\x\U= (*, х) f.

Определим в L2 [ o, Я] эквивалентную норму

jMf, = / II*(т) 112,*, m*| ||*|| I< jЦ*|| 11*11 1 .
о

Очевидно, матрицы R и (/ B~ l G+)-lB~ l G+ являются самосопряжен-
ными операторами в гильбертовом пространстве со скалярным произве-
дением (~.)�. Отсюда следует равенство

(| {B~l G+ /)“1£-I G+H*=q,
где q спектральный радиус матрицы (B~ l G+ I)B~l G+.

Обозначим X = L2 [o, Я] X А2 [o, Я]. Введем в X конусную норму
<[*]. с- 93)

V2= (х, Й'ЁX : 1 2 1 * = (111*111I \\у\\ \.)' е Я*;

Запишем систему (16) в операторном виде

z=Vz+f, V:X-+X, (23)
а итерационный процесс (20) в виде

zh+l= Vzk +f, zh = {uh,
v h )T .
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Пусть z* = (х*, у*) т решение уравнения (23). Из лемм 2—4
и замечания 2 следует справедливость следующих преобразований:

| z* Z2h+ l l *= | V2z* V2z2k-i j *<<72 | z* z2-i I
IZ* Z2h+l \¥+ |Z2ft+i Z-Zh—l I*) •

Учитывая, что q < 1, получим

Iz* z2fe+ i I * q 2 (1 ? 2)- 1 1z2 Z2ft-i I* <

Q 2 (1 Я2 ) - l q2h~[E 2h- 1 jz2 z0 j*, (24)
где

£=(° >).
\ 1 0 /

Аналогично
\z* z 2k \*^q2 { \ q 2)~ lq2h- 2 \z 2 zo |*. (25)

Учитывая (21) и эквивалентность норм |lМl| и |IМЦ*, убеждаемся, что
неравенство (24) для первой координаты дает

(ll** tt2ft+ill| = |IU* *ft+illj^m- q 2)~ l q2h+i ||| г/о ž/illj,
а неравенство (25) для второй координаты дает

111У*~ УшIЦ< ш-(1 --2)q2 ) ~Yh+2 III Уо- yi 111 .

Теорема доказана.

4. Обсуждение итерационного процесса

При использовании итерационного метода (14) для решения системы
дифференциальных уравнений (4) с условиями (5) (9) нам необхо-
димо на каждом итерационном шаге решить две задачи: а) проинте-
грировать «вперед» задачу Коши с отрицательно определенной матри-
цей R и б) проинтегрировать «назад» задачу Коши с положительно
определенной матрицей — R, т. е. нам необходимо решить уравнение
вида

x'^Rx+fn
- х (0) =O, t е [O, Я]. (26),

Коэффициент жесткости ([ 7 ], с. 118) системы (26) определяется вели-
чиной М/m. Согласно лемме 1, все собственные значения матрицы R
вещественны. Это позволяет использовать для решения задачи (26)
любой Л(0) устойчивый метод ([ 7 ], с. 119).

Рассмотрим метод трапеций с переменным шагом

*i+i
(/ o,6hi+lß)xl+l = {1-\-o,shi+lß)xl-{- J fn {s)ds,

hi+i= ti+i — U, t= 1,2, ..., N.

Этот метод наиболее точен среди неявных линейных многошаговых
методов, обладающих свойством Л-устойчивости ([ 7 ], с. 119), и имеет
второй порядок.

*i+i
Теорема 2. Если g{y) .>• 0, а также * / fn {s)ds^ o и

*. i
* 2-е и 3-е неравенства выполняются для каждой координаты.
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hi+ min min aimb iril[l l{4nbim)~ i gimim]- 1
, (28)

то решение xl+l системы (27) положительно.
Доказательство. Условие g’(y) > 0 гарантирует неразложимость
матрицы (/ o,shi+iß) . Используя свойство (9) и теорему 2 моно-
графии i[8 ] (с. 353), получим, что матрица (/ o,shi+\R)~ l состоит
из положительных элементов.

Рассмотрим матрицу (/ Ы+iß). Недиагональные элементы этой
матрицы положительны. Для этого чтобы и диагональные элементы
были положительны, потребуем

1 ~\~o,shi-\-iCLimb (4яo2гп) * gimim i■— 1,2, ..., П\ Ш— 1,2, ..., р.

Простой анализ последнего выражения приводит нас к неравенству
(28).

Теорема доказана.

5. Примеры метода дискретных ординат

Пусть
0 = ро< pi <•■ • < (in = 1 (29)

некоторое разбиение отрезка [O, I]. Рассмотрим задачу (4) (5) со
следующими значениями параметров a sm, b S m, gusm’

0,5/гф ((i2 . p 2
._ 1 ), /1 ф=2л/р, (30)

Рг— l) , 0,5) Д-ф, (31)

giism= ffff g(у) dp dy dp' dy'. (32)
Фт-1

Для получения этих формул проинтегрируем уравнение (1) по пере-
менным р и ф на множестве

9im= {(Р> ф) фт-I=^ф^фт}
при р > 0 и

Й-гт= {(р, ф) | фт-Л^ф^фт}

при р < 0. Полагая, что функция 3 (т, р, ф) постоянна по р и ф на мно-
жестве Пгт, получим метод (29) (32).

Можно показать, что матрицы определенные в разделе 2,
являются циркулянтами ([ 1 ], с. 6; [ 9 ], с. 263) с образующими векто-
рами

(х°. х 1 хЯт 1 х?. х^т 1
.. • х 1..)4 г j г j г j г j г] гу

при р = 2q и
(х°.. X 1 Х^Т. 1 X 5.. X®. Х^.т 1 • X l.. )
4 г] г] г] г j г j г j г] '

при p=2q-\-\. Здесь

М-( Ф!+, V/ h(P
ffff g[y')dpdydp'dy' ,

И4_, Ф, W/- t о
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Таблица
1

Разбиение
(29)
при

различныхп

n

Mi

М2

Мз

М4

Ms

Мб

М7

Ms

Мэ

Мы

Ми

М12

Мы

Ми

Мы

15

0,120
•

10-
1

0,507•'.О-
1

0,101
0,175
0,255
0,351
0,448
0,553
0,649
0,746
0,826
0,899
0,943
0,988
1,00

11

0,100

0,120

0,280
0,520
0,680
0,720
0,880
0,900
0,940
0,960

1,000

—

—

—

—

8

0,392•
ю-1

0,164

0,311
0,506
0,678
0,848
0,949

1,000

Таблица
2

Решение
задачи

(1)—(2)
методом(29)—(32)
при
п
=

15

N1
=

6,

Р
=
=

20,

N
=
=

20,

h
X

=

HN-
-
1

=

0,05,

Т
=

15
мин

т

0

т
=

0,05

т
=

0,10

т
=

=

0,20

т
=

0,50

т
=

0,75

х—

1,00

Hi

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

0,994

_

_

36,34*
28,99

69,73*
55,67

128,4*
102,7

251,2*
201,18
308,1*
248,4

336,8*
272,7

0,786

—

—

3,192

3,049
6,286

6,006
12,19

11,65

27,69
26,45

38,24
36,53

46,82
44,72

0,60

—

—

1,417

1,442

2,841

2,887
5,676
5,763

13,88
14,04

20,12
20,30

25,57

25,74

0,399

—

.—

1.110

,124

2,249

2,276
4,548
4,596

11,18
11,26

16,04
16,11

19,94

20,02

0,21

—

—

1,629

1,533

3,200

3,031
6,044
5,776

12,39
12,14

15,79
15,75

17,61

17,76

6

10-
3

—

—

8,450**
12,14

9,44**
6,611

10,90**
9,635

13,60**
13,30

14,30**
14,19

11,52**
11,85

—6•
ю-3

6,950**
7,069
8,450**
8,428

9,44**
9,260

10,90**
10,66

13,60**
13,21

14,30**
14,86

—

—

—0,21

9,762

9,429
10,11

9,726

10,38

9,924
10,69

10,13

9,896
9,282

6,834
6,268

—

—

—0,399

7,883

7,657
7,812

7,595
7,689

7,482
7,329

7,142

5,414
5,293

2,930
2,874

—

—

—0,60

5,608

5,445
5,424

5,273
5,222

5,079
4,772

4,645

3,117
3,042

1,537
1,496

—

—

—0,786

4,299

4,206
4,100

4,022
3,904

3,829
3,488

3,426

2,156
2,128

1,017
1,020

—

.—

—0,969

3,620

3,619
3,444

3,438
3,256

3,255
2,885

2,883

1,761
1,760

0,8482
0,8482

—

—

Обозначения
(здесь
и

далее
в

таблицах):
N1

—количество
итераций
Р

—

количество
разбиений
по

азимуту,N

—
количествоточек

по
т,
I

—время
решения

задачина
ЭВМ
ЕС

1022;
*

—интенсивностьизлученияв
точке

(т,
1),

**

—

то
же
в
точке
(t,
0).

В

первых
колонках

-данныеточногоэешения
задачи

(1)—
(2)

из
Г]
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Ю г+l Ф,+l V, h Ф
*Lij— Iff f § iy') d\i dy d\jf dy',

H-t Ч>[ H/_, 0

i,j=\, 2, ..., n, I=o, 1,2, .... q.
Последнее позволяет с помощью унитарного преобразования (см. П)
привести задачу (4) (5) с параметрами (29) (32) к удобному для
алгоритмизации виду.

Рассмотрим еще один пример метода дискретных ординат из клас-
са (4) (9). Положим

К— \/п, (Xj= (/ —0,5) V /г ф= 2я/р, <р,— (/ O,S)Лф, (33)

giljm =hli h(pg {yiljm) , COS ynjm= +У( 1 рЛ) (1 —рЛ) COS (ф т—ф/) , (34)

Pi = (2/Гр) 1 JFJ
j=i г=)1

Q'im == [ligi, &im ——pi f Usrn=Fg (y sm }
, (36)

eos ysm= ЦоЩ+У( 1 Ц2 ) (1 p, 2 ) COS (фо фB) .

Величину P| s |3sm (t), где 38т(т) решение задачи (4) (5) с пара-
метрами (33) (36), будем считать приближенным решением
3(т, ps, фт ) задачи (1) (2). Соотношения (33) (3)5) можно полу-
чить, дискретизируя с учетом баланса частиц (■[ 10 ], с. 127) уравнение
переноса (1) (2) методом, предложенным в [*].

6. Численные результаты

Задача (1) (2) заменялась системой (4) (5) с параметрами (29)
(32). Система дифференциальных уравнений (4) (5) с краевыми
условиями (5) решалась итерационным методом (14). Для решения
задачи Коши (26) использовался метод трапеций (27) с постоянным
шагом hx'—H/N ( N из (27)).

В табл. 1 приведено разбиение (29) для п = 15, И, 8. Отметим,
что при п = 15 и 8 величина 0,5 (цг-i +рД есть узел квадратурной
формулы Гаусса для отрезка [O, I].

В табл. 2 приведено решение уравнения переноса (1) (2) с на-
чальными данными X = 1, Н = 1, р 0 = 1, F = 0,0025 X и индикатрисой
рассеяния из [ п ]. Расчеты проводились на ЭВМ. ЕС 1022. Для срав-

Погрешности решения задачи (1)-(2) при п = 15, %

Таблица 3

N1 - 6, Р = 20, N = 20, Т = 15 мин

Mi т = 0 т = 0,05 т = 0,10 х = 0,20 т = 0,50 н II оViсд х = 1,00

0,79 _ 4,4 4,4 4,4 4,4 4,4 0,2
0,60 — 1,8 1,6 1,5 1,2 0,9 0,7
0,40 — 1,3 1,2 U 0,7 0,4 0,4
0,21 — 5,9 5,2 4,4 2,0 0,3 0,9

—0,21 3,4 3,8 4,4 4,7 6,2 8,2 —

—0,40 2,9 2,8 2,7 2,5 2,2 1,9 —

—0,60 2,9 2,8 2,7 2,7 2,4 2,6 —

—0,79 2,1 1,9 1,9 1,8 1,3 0,3 —

-1.0 0,1 0,2 0.1 0.1 0.1 0,1. —
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нения здесь же дано «точное» решение (с погрешностью менее 1%)
этой задачи из [ п ].

В табл. 3—6 приведены погрешности (в процентах) решения урав-
нения (1) (2), соответствующие различным способам разбиения (29).
Отметим, что, как показали расчеты, методы (4) (5), (29) —(32) с
равномерным разбиением (29) и (4) (5), (33) (36) при п lO и
р = .20, совпадают.
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Погрешности решения задачи (1)—(2) при п= И, %

Таблица 4

N1 == 6, Р == 20, N == 20, т = 11 мин

Pi х = 0 х = 0,05 х = 0,10 х = 0,20 х — 0,50 х = 0,75 х = 1,00

0,8 6,7 6,6 6,2 5,1 4,3 3,6
0,6 — 1,7 1,8 1.9 2,0 2,0 1,8
0,4 — 2,3 1,4 1,5 1,5 1,5 1,6
0,2 — 1,7 1,5 1,5 1,2 0,4 0,2

—0,2 4,5 4,3 4,5 4,0 3,0 1,7 —

—0,4 3,3 3,1 3,0 2,7 1,9 1,1 —

—0,6 2,1 1,9 1,8 1,7 1,3 1,6 —

—0,8 3,0 2,8 2,8 2,8 2,6 1,2 —

. -0,98 3,4 3,1 3.4 3,4 3,5 3,6

Таблица 5
Погрешности решения задачи (1) — (2) при п = 10 и равномерном разбиении (29), %

N1 = 5, Р =- 20, N == 20, Т = 10 мин

Рг х = 0, t = 0,05 х = 0,10 х = 0,20 х = 0,50 х = 0,75 х = 1,00

0,8 _ 9,1 8,6 8,1 5,3 3,2 1,5
0,6 — 2,5 2,2 1,8 0,4 0,8 1,8
0,4 — 0,6 0,6 0,2 1,3 0,3 3,3
0,2 — 3,4 2,1 0,1 3,1 4,1 5,3

—0,2 11,8 7,1 7,3 6,9 5,8 3,0 —

—0,4 6,2 6,0 5,8 5,7 5,0 4,0 —

-0,6 5,3 5,2 5,2 5,2 5,1 5,5 —

—0,8 6,1 6,0 6,2 6,4 6,8 5,9 —

—0,95 0,1 0,4 0,5 0,8 0,1 2.3

Таблица 6
Погрешности решения задачи (1)-(2) при п — S, %

N1 = 5, Р == 20, N == 20, т = 7 мин

Pi х = 0 х - 0,05 х = 0,10 <н II о ю о х - 0,50 х = 0,75 х — 1,00

0,8 20 20 19,6 17,8 16,7 15,8
0,6 — 0,14 0,1 14,9 0,2 0,5 0,9
0,4 — 0,4 1,2 1,1 0,9 0,7 0,7
0,2 — 12,8 11,6 9,6 4,4 1,1 1,5

-0,20 6,2 7,1 8,1 9,1 13,3 18,2 —

-0,41 5,3 5,3 5,3 5,3 5,3 5,6 .—

—0,6 1,8 1,6 1,5 1.2 0,7 0,9 —

—0,76 0,5 0,3 0,3 0,7 1,3 2,8 —

— 1,00 2,2 2,5 2,4 2,6 3,0 3,3 —
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/. KNJAZIHHIN
DISKREETSETE ORDINAATIDE MEETODI KASUTATAVUS KIIRGUSLEVI

VÕRRANDI LAHENDAMISEKS HOMOGEENSE, TASAPARALLEELSE,
ANISOTROOPSELT HAJUTAVA ATMOSFÄÄRI KORRAL. 2

Artiklis on jätkatud diskreetsete ordinaatide meetodi käsitlemist selle vahetul raken-
damisel, kasutamata hajumisindikatrissi reaksarendusi Legendre’i polünoomide kaudu.
Ülesanne taandub harilike diferentsiaalvõrrandite süsteemi rajaülesandele. Peatähele-
panu on koondatud rajaülesande lahendamisele iteratsioonimeetodil. On näidatud
koonduvus ja geomeetriline koonduvuskiirus. On käsitletud ka vastava Cauchy üles-iande lahendamist (Cauchy ülesanne on iteratsioonimeetodi sammuks), arvestades 1diferentsiaalvõrrandite süsteemi jäikust.

J. KNJAZIHHIN
INVESTIGATION OF THE DISCRETE ORDINATES SOLUTION OF THE RADIATIVE

TRANSFER EQUATION IN THE HOMOGENEOUS, PLANE-PARALLEL,
AN ISOTROPICALLY SCATTERING ATMOSPHERE. 2

The present paper presents tihe second part of the investigation of the discrete
ordinates solution of the radiative transfer equation in the homogeneous, plane-parallel,,
anisotropically scattering atmosphere. The following variant of this method is con-
sidered: the integro-differential equation (1) with boundary conditions (2) is
replaced by a system of linear differential equations (4) with boundary conditions'
(5). The coefficients of this system must satisfy conditions (6) (9). It has been:
stressed that this approach does not use any circuitous series developments.

It is shown that conditions (6) (9) guarantee the existence of the unique solution of
the system (4) with boundary conditions (5) (See Section 2). The system of
linear equations (4) with boundary conditions (5) is solved by way of Seidel
iteration (14). The convergence is proved and the rate of convergence estimated
(See Theorem 1, Section 3). The rate of convergence depends on X and g. The
value of g may be presented as a characteristic of scattering anisotropy. .

To solve the initial value problem (26) which occurs on each iterative step,
we should apply the methods for the solution of stiff problems [ 7 ]. For the solution
of the initial value problem, the trapezoidal method is applied (See Section 4).

Two possibilities of the discretization of the transfer equation are derived
by way of an example (See Section 5). The numerical results confirm the correct-
ness of the considered method (See Section 6).
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