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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНОГО

СТОХАСТИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА
( Представил Н. Алумяэ)

Ставится задача оценивания изменяющихся параметров линейного
регрессионного уравнения в фиксированный момент времени по накоп-
ленным за весь период наблюдений данным, если его параметры изме-
няются по закону авторегрессии и скользящего среднего. Для реше-
ния этой задачи построена специальная модель, позволившая исполь-
зовать метод наименьших квадратов. Показано, что оценки метода
наименьших квадратов несмещены и эффективны, но несостоятельны.

1. Постановка задачи

1. Пусть частично наблюдаемый управляемый случайный процесс
(Р, х, у) = {(3f :t = ..., 0,1, 2, ...; xt,y t :t'= 1,2, ..

.} определяется
уравнениями:

Ф(Ф=oсц, (1)

xt =z]st, (2)

yt =xt +ht, (3)

где (Зг =(Ф— ц, г г =(l,цр т; |3/, at е Ek+l
,

xt <=E\xt, Щ состояние
и управление соответственно; yt наблюдаемое состояние; h t
ошибка наблюдения; (3* вектор ненаблюдаемых параметров управ-
ляемого объекта; (а* :/ =

..., О, 1,2,...} случайный процесс обнов-
ления; (1 вектор среднего процесса (3; Ф, 0 линейные операторы
авторегрессии и скользящего среднего соответственно, равные

Ш Ш

Ф= 1 — tß\ o=l —J£Qiß\
i= 1 г=l

I единичная матрица, В оператор сдвига B kh = Ь-k назад, если
k > 0 (прямое представление процесса (3), и вперед, если k < 0 (обрат-
ное представление), а <рг, oг, i'= 1,2, ..., тп, симметричные мат-
рицы параметров.

Пусть ошибки наблюдения ht, t<= 1,2, ..., N, и импульсы обновле-
ния at, t'= 1,2, ..., попарно и во времени независимы и распределены
по нормальному закону

ht~IN (0, г), 0; at~IN{O,D).

2. Допустимые управления {щ, ..., щ, ... u N} заданы непрерывными
и ограниченными с вероятностью единица функциями
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Ut Ut {yi, yt-l).
3. Ставится задача оптимальной (в среднеквадратичном смысле)
интерполяции ненаблюдаемого процесса {(ф:/=l, 2, N], т. е.
построения оценок Ь п неизвестных параметров (Зп, 1 п N, по
накопленным входным X и выходным Y наблюдениям:

~г\ О О I Гyi ~

1= 0 гт
2 0

, Y= У2 , где 0 Т нулевой вектор.

0 0 J |_ Vn
_

2. Уравнения интерполяции

В ['] при помощи модели пространства состояний показано, что слу-
чайный процесс {st,yt't-= 1,2, ...} условно гауссов, т. е. условное
распределение вероятностей ..., уisг) гауссово для каж-
дого П'= 1,2, ..., N. Как видно из структуры процесса (1) (3),
вектор среднего Ь п и матрица ковариации Dn этого распределения
могут быть определены на основе рекуррентных уравнений [ 2 ], как
это было сделано при решении задачи фильтрации [']. Мы же выби-
раем иной подход, а именно строим специальную модель (см.
лемму), которая позволяет решить задачу интерполяции как задачу
оценивания параметров обычной линейной регрессии. Для этого нам
потребуются следующие определения и обозначения:

1. Определение матрицы ГД/), Ь= 1,2, ...,
/ —1, 2, ...:

Гг (/) =Л2 (/) фг— l~}“ Jt3 (/) фг—гф- •• ■ (/) фо, (4)

где гО'= 0, если / < 0;
г-1

щ{l) S ПкП j(l —k) , яДl)=лу.
h=l

Здесь матрицы фщ щ заданы операторными уравнениями

n=e-i<D,

где Ч/,=ф o П=ло
1 jS* 1

2. Векторные обозначения

Н= {hi, hz, •• •, hN ) т
, А =(..., а*,

..., an-i, OТ,0 Т
,

aj+i,
••

•. aiv, •
• •) т

,

Л= (ц т
, цт

,
..., цт ) т

и матричные обозначения
1 ' *

—1) -

...D0 О ...

• ■Л1(1)
Vn = ... 0 0 0 ... , П„= 1

... о о D
...

Л1(1)
• •

: ni{N —п )



146

Фо ф1 ф2 ... фп-2
О фо ф1 ... фп-з

... О О О ... фо

... о о о ... о

... Г„-1(1) Гп-2 (1) Гп-з{l) ... Г1(1)

... Fn-i(iV—п— 1) Гп-2 (Л^— п— 1) Гп-3 (Л^—ti— 1) ... Ti{N—п— 1)

... Fn-i {N—n) Yn-2{N—n) Гп-з (N—n) ... Yi {N—n)

0 Fi {n—1) Гг(п- — 1) ... Fjv-n-i {п—1) Tn-п {п—1)
О Ti{n—2) Т2 {п—2) ... YN- n~v{n—2) TN-n (п—2) ...

О Fid) Г2 (1) ... Глг-„-1 (1) T N- n {\)

0 0 0 ... О 0 ...
,

О фо 0 ... О О'

О ф.ЛГ-гг-2 флг-гг-з ... фо 0 ...

О флГ-п-1 флт-п-2 ••• ф1 фо

3. Определения функций
су= У ХА, ЗС п =XYin, h,n =XцпЛ -\-Н,

Pn=XEn VnSlX'*+rl.
Приведем основной результат, позволяющий решить задачу интер-

поляции:
Лемма. Для каждого п, 1 п N, выполняется уравнение

'У ==3Cn(3n-hln> (5)
причем ~ N {o, Рп ).

Доказательство леммы дано в Приложении.
Используя уравнение (5), легко показать, что если матрица

Хпт Рп~ I Х п несингулярна, то величины Ьп = -М{(3 П |г/ь ..., Ун} и
Dn'= cov {(Зп | уь • ••, Ун] для каждого п, 1 п N, определяются
следующим образом:

6„=n+ (x;;P;4 n )-'x^;‘u (6)

D„=(Xl Pl'X„)->. (7)

Если принять, что допустимые управления заданы неслучайными функ-
циями

Щ (Уи •• •, yt-t) = ti ty
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то по аналогии с регрессионным анализом убеждаемся в том, что
Ь п является для (З п несмещенной оценкой с наименьшей дисперсией.
Специфичность модели (5) заключается в том, что матрица незави-
симых переменных Хп зависит от статистических свойств, характери-
зующих изменение процесса (3 во времени. Последним обусловлена
несостоятельность оценок Ь п . В Приложении доказано, что если мат-
рица D положительно определена и случайный процесс |3 является
стационарным, то с вероятностью единица Ь п А (З п при N -+оо.

Начальные условия (до момента Ф= 1 и после момента t= N)
уравнения (1) неизвестны. Поэтому определение матрицы ковариации
Р п возмущений связано с операцией умножения матриц Vn, S n

неограниченных размерностей. Вто же время известно [ 3 ], что если
случайный процесс (3 стационарный и обратимый, то последователь-
ности {фь ф 2 , • ■•}, {яь Я2,

...} сходятся к нулю. Поэтому сходится
к нулю и последовательность {Fi(/), Г 2(O, •••} для каждого I

—1, 2, ... . Отсюда следует возможность проведения практических
вычислений с матрицами V n, Е п ограниченных размерностей.

Авторы выражают благодарность В. Куксу за полезные замечания.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство леммы. Кроме обозначений и определений,
данных в разделе 2, нам понадобятся следующие эквивалентные формы
представления процесса (1):

(Ф =Дш, П(ф = сц. (П.l)
1. Зафиксируем момент интерполяции п, 1 п N, и выразим пара-
метры (Зг, t=l, 2, ..., N, через параметры (З п и импульсы обновления
{•

•
• an-г, ctn-Г, (Хп+ь «п+2, •••} до и после момента п. Рассмотрим два

случая.
Пусть t = n-(-1, ..., N. Тогда, согласно уравнениям (П.l), полу-

чим

(Ф = (Зп Д ft) Т~ фгСЦ— г, (Зп — ft) = P~h Jžj Яг+l — ft) (Зп—г- (П.2)
г=o г^О

Отсюда видно, что вектор прогноза |3 n (z i —п) параметра (ф зависит
не только от (З п , но иот последовательности {(З п-ь (Зп-2, •••}• Используя
уравнения

,(3n— ф^ССп—г— jj t== К2,. . . ,

jS*O

элиминируем параметры (З п_г, i.~> 1, из выражений (П.2). Получим

(3< =(T-f-Jtl ( t It) P?i-(- Яг+l — ft) ЛЬ ф.)(Хп—г— j~h
г> 0 j>o

t-n-i „ i-n-1
"К фг'СЦ—г =p-f-Jti {t ft) Ti {t ~ft) фгСЦ—г.

г=o г 1 г=o

Пусть t = 1,2, ..., п —l. Тогда на основе обратного представления
процесса (1) по аналогии с предыдущим случаем имеем

„ n—i—i
(Зг = (l-f-Ш (^ — t) (Зп~Ь JtJ Гг '{ft — t) Сln+i~\~ Jjjj (П.4)

г>l •
-



148

2. Введем обозначение $ = (|3i T
, fin T

, ... (3jvt ) t
. Учитывая уравне-

ния (П.З) и (П.4), убеждаемся в том, что

St>= (П.5)
Подставив (П.5) в модель

Y=Xs+H,
получим уравнение (5). Отметим, что вектор шума распределен по
нормальному закону с нулевым вектором среднего и положительно
определенной матрицей ковариации Р п .

Доказательство свойства несостоятельности. Обозна-
чим элементы матриц Х п, Рп, Рп~ 1 через xtn, pt, sn

, qt,sn
, t, s= 1, ..., N,

соответственно. Пусть матрица D положительно определена и пусть
случайный процесс (3 стационарный. Тогда последовательность
(jxi (1), jti (2), лд(3), ...} сходится [ 3 ] и существуют константы р! ир2
такие, что

Кроме того, x tn = ztT n\{n — t)->O, если \п /|->оо. Поэтому суще-
ствует ненулевая матрица Л такая, что

N
Х п Р ~п Хп = 2J ni{n t)zt qns zlni{n s)~+l,

t,s=l

если N oo.
Следовательно, необходимое и достаточное условие состоятельности

[ 4 ] для оценок Ь п

• й - (Х т РчХ п )ч ->-0, если N —оо,vп п '

не выполняется,
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R. TENNO, Juta MIKOMÄGI

LINEAARSE STOHHASTILISE OBJEKTI PARAMEETRITE
INTERPOLEERIMISE ÜLESANNE

On näidatud, et ajas muutuvate parameetritega lineaarse võrrandi abil kirjelduva juhi-
tava objekti parameetrite interpoleerimise ülesanne on taandatav tavalisele vähimruu-
tude meetodil hindamise skeemile. Saadud hinnangud on nihutamata ja efektiivsed, kuid
pole konsistentsed.
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R. TEN NO, Juta MIКО MAGI
INTERPOLATION ÖF THE PARTIALLY OBSERVABLE

LINEAR STOCHASTIC PROCESS
It is assumed that a partially observable stochastic process ((3, y) ((3/ :/ =

=..., 0, 1,2,...; yt :t— 1,2,
..., N) is described by the equations

Opt = ©a t , y t= zfp t+ht, (1)

where y, is an observable process; (3, an unobservable multiple autoregressive moving
average process (Ф, 0 linear operators, a white noise process); h—{ht:t=
=l, 2, ..., N), an independent nonsingular Gaussian process; z— {zt : t= 1, 2 N),
an observable almost surely bounded stochastic process

zt =z t {yu ...,
y t - 1).

The problem here is how to get the estimates for the mean and (со) variance of
the parameter (3 n at any time instant n, using observed processes y, z.

We have shown that the model (1) could be cast into a form suitable for the
application of the general least squares technique. The properties of the obtained esti-
mates are investigated:
1) if the process z is deterministic, then the estimate of the mean of the parameter |3n
is unbiased and efficient;
2) if the process z is deterministic and the process (3 is nonsingular and stationary,then, unlike the least squares estimate in normal regression, the discussed estimate is
unconsistent.

It is also shown that if the stochastic process is stationary and invertiable, the
proposed estimators are applicable for practical computations.
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	Рис. 3. Распределение a* —сц (105 • Па) на одной половине поперечного сечения монокристалла.
	Рис. 1. Азотно-гелиевый криостат с импульсным соленоидом: 1,2 части корпуса, 3 трубка ввода жидкого гелия, 4 трубка вывода паров гелия, 5, 6 фланцы, 7,8 кварцевые окна, 9 горловина для заливки жидкого азота, 10 сосуд жидкого азота, И фланец, 12 кронштейны, 13 соленоид, 14 сосуд жидкого гелия, 15 кольца, 16 втулки, 17 хвостовик гелиевого сосуда, 18 образец, 19 трубка, 20 изолирующая трубка, 21 индукционный датчик, 22 фланец, 23, 24 кварцевые окна, 25 тепловой экран, 26 к насосу.
	Рис. 2. Блок-схема установки: 1 криостат, 2 соленоид, 3 батарея конденсаторов, 4 разрядник, 5 индукционный датчик, 6 интегратор импульсного напряжения ИНН-4, 7 осциллограф СB-13, 8 блок управления, 9 импульсный источник возбуждения (лазер ЛГИ-21 или импульсная лампа ИСШ-400М), 10, 11 светофильтры, 12 монохроматор, 13 фотоэлектронный умножитель ФЭУ-71, 14 частотомер 43-34, 15 образец.
	Рис. 3. Кривая зависимости напряженности магнитного поля от времени: /о момент запуска разрядника, t\ начало интервала квазипостоянства поля, t 2 момент запуска импульсного источника возбуждения и развертки осциллографа, /м момент максимальной напряженности магнитного поля, t 3 конец развертки осциллографа, 14 конец интервала квазипостояиства поля, конец импульса поля.
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	Рис. 1. Коммутационные провалы и векторные диаграммы выходных напряжений ПУВ при а< (Jt/3 ут).
	Рис. 2. Коммутационные провалы и векторные диаграммы выходных напряжении ПУВ при (зт/3 ут) < а < Jt/3.
	Рис. 3. Коммутационные провалы и векторные диаграммы выходных напряжений ПУВ при л/3 <a ■< < (я/3 + Уд).
	Рис. 4. Расчетные (/, 2) и экспериментальные (3, 4) регулировочные характеристики ПУВ.
	Рис. 5. Расчетные (пунктирные кривые) и экспериментальные (сплошные кривые) выходные характеристики ПУВ.
	Рис. 6. Выходное напряжение полууправляемого выпрямителя.
	Рис. 7. Расчетная (1) и экспериментальная (2) зависимости относительной амплитуды составляющей ПУВ с частотой 150 Гц от угла управления. Кривая 3из [B] дана для сравнения.
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	Обобщенная схема замещения квазиобщей диодной группы.
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