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A. ROOSE. A PARALLEL METHOD FOR SOLVING NONLINEAR EQUATIONS

(Представил А. Хумал)

1. Рассмотрим решение системы нелинейных уравнений
*=ф(х), (1)

где ф : D сzRq ->R q
, на мультипроцессорной ЭВМ.

Для решения системы (1) пригодны либо численные методы, разра-
ботанные до эры мультипроцессорных ЭВМ, но обладающие естествен-
ным параллелизмом (например метод простой итерации), либо методы,
которые с самого начала нацелены на применение параллельных вычис-
лительных устройств [ 1 ]. В настоящей работе предлагается прием, кото-
рый позволяет, пользуясь методом простой итерации, загружать про-
цессоры, число которых превышает размерность системы уравнений (1).
2. Запишем систему нелинейных уравнений не в традиционном виде
(1), а в форме

х=ф{l{х),х), (2)

где Ф{l(х),х) =ф(х), Ф : Rm\R q R q
, I : Rq R rn

, причем вектор I{х)
подберем исходя из структуры системы уравнений. Ясно, что при под-
боре вектора I{х) вычислитель имеет здесь большую свободу.

Далее выпишем т. н. расширенную систему уравнений
х=Ф(у,х),
У=l{х),

которая эквивалентна системе (2) в том смысле, что каждое решение
уравнения (2) удовлетворяет системе (3) и, наоборот, каждое решение
системы (3) удовлетворяет уравнению (2). Применив к системе уравне-
* Результаты работы доложены на Всесоюзном научно-техническом совещании «Проб-
лемы создания и использования высокопроизводительных информационно-вычислитель-
ных машин», Кишинев, 9—ll октября 1979 г,
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ний (3) метод простой итерации, получим т. н. распараллеленный ме-
тод простой итерации

хп+I=Ф(уп
,
хп),' (4)

уп+I=l{хп ) , /г =O, 1, ...,

где хO, у0 начальные приближения. Ясно, что итерационный процесс
(4) имеет большую степень параллельности, нежели аналогичный про-
цесс, построенный непосредственно для уравнения (2). Если же метод
простой итерации применить непосредственно к системе (2), то получим
последовательно-параллельный процесс

хП+\ ф(уП хп\ку
, / (5)

Уп =l{Хп), П=0,1, ...,

где х° начальное приближение. Видно, что запись итерационного про-
цесса (5) является лишь видоизмененной записью метода простой ите-
рации для решения системы (2) и поэтому выбор вектора /(х), в прин-
ципе, никак не влияет на свойства сходимости этого процесса.

Недостатком итерационного процесса (4) является то обстоятель-
ство, что начальные приближения надо задавать и по переменной у, что
обычно неудобно. Поэтому на практике целесообразно модифицировать
процесс (4), проводя вычисления по алгоритму

Хп+l=ф{уп г хп),
(6)

Уп+ 1=1{Х”), п== 1,2, ....

где у l =l{х°), а х°, х 1 начальные приближения. Приводимая ниже
теорема определяет условия сходимости процесса (6). Важно отметить,
что эти условия зависят от выбора вектора I{х).
Теорема. Пусть последовательность {хп ).п °° определяется по алго-
ритму (6), гдеф : Dy\Dx d jßmXfi g Rq

,
/: D x aRi —>-■ R m

,
ана прямом

произведении D y
° X Дс°, где D v° cz D v, D x

° cz D x [D x
° замкнутое мно-

жество, I : D x
° D y°), выполняются условия:

1) {*”}”<= О";
2) \\Ф{у,х) Ф(у,ш)|КЛ||* w\\;
3) ||<D(z,*) —

4) \\l{х) — а;Н;
5) A+NK< 1.
Тогда последовательность (х^о00 сходится, lim хп = х*, где х* есть

П^ООединственное решение уравнения х —Ф(7(х),х), на множестве D x°.

Существуют константы уь у2, при которых справедливы оценки

Wx*-xn\\^yit?J{\-~U)+y2t!l{\-U), п= О, 1, .... (7)
где t\ и t 2 наибольший и наименьший корни уравнения t2 — At NK= О
соответственно.
Доказательство. Процесс (6) можно представить в виде двух-
шагового итерационного процесса
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ХП+l—-ф (/(х п—l), х77 ), п— 1,2, ...
.

Последовательность sn = IUn+1 — xn||, п=o, 1, ... определена согласно
предположениям теоремы. Поэтому в условиях теоремы можно писать

||хп+2 хп+I \\ = |)ф (1(х п )
, xn+i) Ф (/(х 77 - 1), х п+ { ) +ф {l{хп ~ 1 ) , х п+1 )

Ф{l{х п ~ 1 ) , х п ) || ||ф (/ (х 71 - 1 ), х п+х ) —Ф (/ (х 77 - 1), хп ) || +

4-ЦФ (/(х 77 ), хп+ 1 ) Ф(/(X 77 - 1), xn+l ) II s+Л ||х77+1 хп ||:-]-А^/(||х п х77 - 1 !!,

т. е. Sn+i As n + NKsn-\, п= 1,2, .... Нетрудно проверить, что
б п = y+in +- у2/2п есть общее решение разностного уравнения õn+i =

=Aön -\-NKön-i, где ti, t 2 определены в теореме, причем легко прове-
рить, что —1 < t 2 <o< ti < 1.

Определим константы уь у2 из условий
õo=yi-fY2=s o,

б 1 =Уl/т-(-у = Sl,
и убедимся, что тогда

sn <6n, п— o, 1, ... . (8)
Действительно, если свойство (8) справедливо до некоторого п 1,
то

Asn~\~NKs-n— ЛбпфNK6n-i= õ?i+i.
Теперь можно писать

п+р—l п+р—l

II Хп+Р Х п \\ 2J ||хж_Xi II <2J (yiVi+yzV } =

j=n j=n

+/(l—M, «SäO, p>o. (9>

Тем самым видно, что последовательность (9) фундаментальна и, следо-
вательно, существует Hm хп =х* е D x°. Из непрерывности Ф (у,х) и

72 —MX)

/(х) следует, что lim Ф(/(х 77-1 ), х77 ) Ф(/(х*), х*) = х*, т. е. х* есть
77—�•оо

решение уравнения Ф(/(х),х) = х.
Для доказательства единственности решения предположим, что

существует и второе решение z* еD x °, z* Ф х*. Тогда

\\х* г*\\ < ||Ф (1(х*) , х*) Ф(I{х*) , г*) || +

+ ||ф (/ (X*) , г*) Ф (/ (Z*) , г*) II <А — 2*ll < \\х* z*|| .

Это противоречие доказывает единственность х*. Наконец, из выраже-
ния (9) при р ->■ оо получаем оценки (7).
Замечание. Доказательство теоремы следует методике X. Вайничке
[ 2 ] (см. также [3 ], теорема 12.1.8).
3. Пример. Исходная система уравнений [ 4 ]:

16(х2 2x,)-f-16(l Х])х2 /7+l/(х,+ 1) 2 4/7 =O,
16(х3 2x 2 +Xi) +8(1 х2 ) {х3 xt ) 2/3+ 1/(х2 +l)2 2/3—O,
16(1 2х3 +х 2 ) + 1б(1 лг 3) (I х2 ) 2/s+l/Д 3 +l)2 4/5-0.
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Приближенное решение системы Xi = 0,2704, х2 = 0,5106, х3 = 0,7466. Расширенная
система уравнений, при которой метод простой итерации (4) и двухшаговый метод (6)
определяют сходящиеся к решению последовательности приближений;

Х\= (112х2+16г/ц+7#l2 4)/(224+ 16t/a),
х2= (48 (x3 +Xi) +Bг/ 2 1+Зг/22 2)/(96+8//2i),

*з= (80(1+*а) + 16г/з1+ sг/зг 4)/ (I6O+I61/31),
2

У ll =Xg,

У\и— 1/(М+l ) 2 ,

Узх (*3 -Vi) 2
,

У22 l/('t2+l) 2i
Уяl= (1 *г)2,

У32=l/(-t3+ I) 2-

Использованные начальные приближения при методе простой итерации;
о о о о о 0,0

Х\ =0,2; х 2 =0,4; х% =0,7; У\\ ==0,4; у 12 ==0,2; t/ 13 =0,7 ; i/,2i === 0,9 ;

о о ООО
1/22=0,2; у23 =0,8; г/3 1= 1,4; г/32=0,2; г/ 33 =0,3 и при двухшаговом методе:

*i° =0,2; л;2
°

=0,45; х 3°=o,B; х 11 = 0,2; х\ 0,4; xl =0,7.
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