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И. КЕЯС

О ДИНАМИКЕ СИСТЕМ ЛАГРАНЖА С ЛИНЕЙНЫМ ПО
ГАМИЛЬТОНИАНУ И ИМПУЛЬСАМ АГРЕГИРУЮЩИМ

ИНВАРИАНТОМ

(Представил Н. Алумяэ)

Найдены условия существования инварианта линейной комбинации р, Н. Неавто-
номная система преобразована в автономную, допускающую понижение порядка на
две единицы. Предложена модификация принципа наименьшего действия и рассмот-
рена устойчивость стационарных движений. Получены агрегирующие инварианты и
условия устойчивости равновесий некоторых гамильтоновых систем.

1. Рассмотрим неавтономную динамическую систему 5 Лагранжа

{p'i+dHifdqi Qi) õqi—o ( p i =dL i jdq-i -, i,j=\,n), (1.1)
П

Hl {t,q,p)=pjq'j —Lt, \d2Li/dq‘i dq'j\ =£o, ит= J£uiüi.= u-ü, f’=df/di,

подчиненную идеальным связям, допускающим виртуальное переме-
щение: • -3U--

BPq=edGJdp {Gi=voHi+Vipr, 00, о»'е Ci{t), 00фО). (1.2)
С учетом (1.1), (1.2) функция Gx [t, q{t}, p{t) ] удовлетворяет уравне-
нию

G-i^D(Hl )+W(Q)[D(f),=
= t>o-|j - Oi —~+ Oofri-V4PU W(Q)=LL-q). (1.3)

При 1P(Q) == 0 функция Gi будет инвариантом системы (1.1), (1.2)
тогда и только тогда, когда Н х удовлетворяет уравнению D(H X ) = 0
на Е 2п+К Для этого необходимо и достаточно, чтобы G x , Н х , Ь.х в пере-
менных t, х, р были функциями вида

Gi {t, q, р)'= G (х, р) , Hi [t, q, p)= H{t,x,p)= [ G {x, p) щрД {i=hn),
t (1-4)

Li{t,q,q-)=v-H{x, vor) , x=q-\-u, u= J dx{f {t, x, p) =fi{t,x—u,p)).
о

Для натуральной системы s+, обладающей инвариантом G x , из (1.4)
имеем



G (x, p)= 1/2bij (x) piPj-i-bi (x) p^+boix) ,

L l =lJ2v oa ij {x)x’iX’j-\-ai [х)х\-\-и-^ай (x),

дН1/дlфО при VidHi/dq^VoH^Vipi.
Замечание 1. Приведем достаточные условия существования у
2 {п -f- пг) -мерной идеальной системы S" подсистемы S+, удовлетворяю-
щей (1.1), (1.2), (1.4) при 117(Q) = 0. Рассмотрим систему S" с векто-
рами q" ■— (q {, q'a) *, Q" = {Qi\ Q'a)*, i— 1, n, и лагранжианом
L{t, q", dq"jdt), образованную системами S 1 :{q = (q{ ) *, Q 1 = (Qi 1 ) *}

и S': {q'— ( q'a )*, Q' = (Q'a)*}, a [ —n Пусть известно
движение q' f{t ) массивной подсистемы S', независимое от движе-
ний s’. Цилиндр q']—f[t), q'’ = f‘{t) инвариантное множество С
движений S". Обозначим Q= Qo l=Ql {t, q,f, q',f') , L O"=L" (t, q, f, q\f’) .

При Lq" =Lx и совпадении на q' f{t) множеств {dq}, {69} для S l
и S множества движений 5 и S 1 (на цилиндре С) совпадают. Следова-
тельно, S l еS+ на С, а функция G\ частный инвариант движений
S" на С, если удовлетворяются условия (1.2), (1.4), 1P(Q) = 0.

Ниже ограничимся потенциальной голономной системой 5+ вида
I

q\=dHi/dpi, p‘i= —dHi/dqi (üo =l, Qž =O, i—\,n), (1.5)
t

Hi {t,q,p) =GI Vip i , Gi{t,q,p) =G{x,p), x=q+u, f v{ {x)dx.
0

Согласно (1.4), система (1.5) имеет инвариант G\ и, обратно, если
G\ инвариант системы (1.5), то она является системой S+. Система
(1.5) эквивалентна автономной канонической системе с гамильтонианом
G{x,p). Действительно, преобразование х др./др', p dF\dq = p',
F p'-{q\-\-u) переводит (1.5) в автономную каноническую систему
с гамильтонианом инвариантом вида

r=õG/dp, р’\= — dGldx[G= G{x,p)—F['=H] _-\-dFldt). (1.6)
Следовательно, система (1.5) с инвариантом G\{t,q,p) преобразуется
в автономную систему (1.6), для которой имеем равенства

L l {t,q,q-)=L{x,r),=p-x- G{x, р), p= (1.7)

A~l=B=B* {А = \\д 2Ь/дх\дг }l \\, B=\\d2-G/dp i dpk\\, i,k=\,n).
Система 5+ вида (1.5) эквивалентна (1.6), допускающей понижение
порядка на две единицы. Введем переменную ро'—— G(x, р). При
хп'= дО/дрп =А 0 обозначим решение уравнения р 0 = —G (х{, p jyр п )

(/ = \,п —1) через Р (Xi, pj, ро) —р п ■ Тогда для определения тра-
екторий имеем 2 {п —1)-мерную каноническую систему и уравнение
зависимости х, р от t вида

x'

j= dP/dPj, p'j= — dP/dxj, t'=dP/dpo (p'o=—dP/dt= 0, f'== df/dxn ). (1.8)
При xia = Xi{ta) = const и нефиксированных to, t\ на траектории y{т)
системы

d(dK/dx'j) Jdr=dK/dxj,
(p=(xj)*, t=xn , p o=const, a.—0,1), (1.9)
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К (Х, у', ро) SBXtjPj {X, у', ро) Р (X, Р l , ро)
{x={xj,xГ, Р l={РЛ*, j=l,n~\),

полученной из (1.8) решением уравнений x'j dP/dpj
в пересечении областей определения Р и \d2P/dpjdph\ ф 0, стационарно
действие типа Якоби

Tl
W\= f К {у, X, у', Ро) dx (Xa == Хп {ta) , У (t) GE С2 ) .

То

В случае В \\d 2G/dp sdpa \\ > 0 на Я0 для получения К исключим f
из (1.9) с помощью G

K=t'riPi=t' {L+G)=t' {L- ро) = t'[Ll{X,y',Р)- Ро]{Х’г=Х'г/Р),
(1.10)

L l {x,y',t')=zL{x,y'Jt',\lt'), рп = —Р, Яо={дО/дрп ФО, G = —po}
* (i,s,a=l,n),

у', t') =LI (x, у', t') -\-t' dLlldt'=L —x\ dLjdx’i =p O,

bsa= d2 G/dps dpa= d2H/dps dpa .

Из (1.7), (1.8), (1.10) в области Я® находим неравенства

\/Р~дС/др п фО, А =В~ I >- 0, t'dfjdt'=dGJdp-A dGjdp~> o, df/дРфО,
(1.11)

при которых уравнение f Ро имеет в некоторой окрестности точки
(*o, у'о, Ро) * единственное решение t' = Т{х,у',р o ) еС], Подстановкой
V Т в (1.10) находим К(х, у', ро) , которая является функцией Рауса
для лагранжиана L\ x {x,y',t') === VIA {х, у', t') . Действительно, из (1.10),
(1.11) имеем

Я {X, у', po) =L\—f dL\jdt'=L\ p ot'=K{x, у', р 0 ).

Из инвариантности экстремалей при замене переменных найдем для
(1.5) две формы модификации принципа наименьшего действия. На
движении (t{Xn), qj(Xn))* интеграл

Wl = JKl {t,l,x,t'M,Po)dx{l={qjy, l'=dHdx, dt/dx=t'),
To

Kl =K{lA-w,x, l'A-t'w,p0 ) {I, t e C2 (t), m==

= (Uj) *, x=Xn =q„+un (t), j=l,n— 1)
имеет стационарное значение для всех кривых, удовлетворяющих усло-
виям

a)4-Wj[^(ta)]=fc/a=COnst

(Ta = fixconst, Са=у(ха), q'j=dqj/dx, a— o,l),
L°-\-V ( dL°/dV trj dL°/dq'j) =

=po{L0 un, q'j/t', 1 /t' wn ).

Обозначим Gl {x,x‘) = G {x, dL/dx’), Из (1.10), используя Д-вариа-
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цию (AF —6P -j- ДtdF/dt), находим стационарность действия типа Лаг-
ранжа

W2
— J x'idL/dx’idt {F=F {t, х, х'), dL/dx\=pi, i—\,n) (1.12)

to

при Gl [x{t),x'(t) ]=r, дЬ/дх-г L{x, r) =—po, Xi{ta ) —х^= const
на движении x{t) системы (1.6). Действительно, из (1.7), (1.12) полу-
чаем равенства

А(Д=O, (р- Ах) | l
o =p{ti) ‘Ax{ti) p{to) -Ах (to) =O,

(U3)
AW2 =A f (L+ G) dt—A f Ldt pO A (G G);= (p • Ax) 1 6=0,

которые доказывают утверждение. В переменных /, q из (1.12), (1.13)

имеем АТУ3—O, IУ,з= / {q'i-\-u\)dLi/dq-iClt{q\=dqildt, i=\,n, а=o,l)
to

при условиях {q' -f- tv) • dLi/dq' —Li = —po, q {ta) + m(Gc)
const {W {ta) Ata— —Aq{ta) )■

2. Обозначим невозмущенное и возмущенное движения системы (1.6)
через x l {t), р 1 (t) , I= х хl

, г\ =р— р 1 соответственно. Из равенств
р 1х1 —и, l=q q x заключаем, что исследование устойчивости ре-
шения (1.5) по всем (некоторым) переменным сводится к аналогичной
задаче для движения хl

, р'-автономной системы (1.6). При этом точ-
кам покоя (1.6) отвечают нестационарные движения (1.5), если tv Ф 0.
Канонические уравнения возмущений (1.5)

1-=дol/дц, тГ= äGi/äg,
Gl

— G (x J-f I, p 1 —J— T)) —| • dG/dx 1 —r] • dG/dpl G (x 1
, p 1) (2. 1)

имеют инвариант У1 (t, g, rj) G (x 1 -(- p 1 -f- ц) —• G(x 1
, p 1). Приве-

дем достаточные условия устойчивости стационарных движений х 1 =

х° const, р 1 = р° = const, заданных равенствами

dG/dx°<=dG/dp°=o (хР= (х®) *, ро=(рo)*, ц/=Тщ).
В новых обозначениях инвариант У 1 системы (2.1) имеет вид

У*= У (z) =GI (z) = G (го+z) G (z°) , У (0) =O,
(2.2)

2- (ь*. Ер, %•)*, £o= (х° р*у, у= {Ь, ю у, r>=.(fc)*. Г'=‘ (Ер)*.
4 J

Пусть У(г) р-определенно положительная функция. Тогда
lWe=C{y),'W{ 0) := 0, \У >o,у Ф 0, У Wна \у\ < const и
стационарное движение х°, р° устойчиво [ ! ] по переменным Х3, р*.
Если S+ натуральная система, то инвариант (2.2) системы (2.1)
будет определенно положительным по |з,
У(г) = 1/2г]IБг1 I+Р(х) Р(х°), л 1 = £= Л (х) Ь{х) А (х°) b (х°),

(2.3)
Р(х) Ь 0{х) — l/2ö(x) -А (х)6(х), (0) =O, р°= —Л(х°)6(х°), х=х°-{-1,

Вz=A-y=\\Ьц (x°-f I) 11, G (x, p) l/26ijPiPj+friPii+fr 0
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при т] 1 -sг] l^6o |г| 1 | 2
=Wi(r) 1 ), Р(х) — о(£") (o<С&° const) ,

IЕO >O, 1".Ф0, 1Ео (0)=0, !Fo(f)eC, |£"| г^бо—const. Здесь
W= Wo{£,") -\-Wi (т] 1 ) . Пусть gi{l) o при |£

// |-*-0 равномерно no
S', a g*(S', 0) =O. Тогда из неравенств |тц| |г]г 1 | + |gil и непрерыв-
ности g’i(S) следует устойчивость х°, р° по переменным лтр, рs. Если
z° изолированный минимум G, то х°, р° устойчиво по всем перемен-
ным. Этот случай имеем при \\d2 G!dzs o dzao \\ > 0, где п неравенств вы-
полняются В силу Л> 0, 2° 1= {хр, Pj°) *, S,G=l,2n. РаССМОТрИМ
х°, Лагранжа по переменным Хр, pi. Пусть при равно-
мерности по I' еЕк имеем

Wl ~++oo при | у | —>~оо (№*(//)(= С(Е (2.4)
Тогда для любого решения (2.1) с началом в \y(t 0 ) | const предполо-
жение lim \y{t) li= ex? противоречит условиям (2.4) и Gl[l' (t) , у (t) \=

= const. Следовательно, х°, р° относительно Хр, Рг устойчиво по Лаг-
ранжу. С учетом (2.3) условие (2.4) выполняется для натуральной
(1.5) если

min {е• Be) const, |е| =1; 1 £g| const (g= g(S)), (2.5)
P№+l)>Pi{l")e=C; Pi{l")->+o°, IГК<*> (š^£ n )-

//-компонента любого решения (2.1) ограничена, так как в случае
(2.5) функция W0 l (у) 1/2(30 1р | 2 уо|р Irf Р\ {%") Р{х°) удовлет-
воряет (2.4).
Замечание 2. Все ранее сказанное в пп. 1 и 2 справедливо и для
случая неавтономной системы Гамильтона 5+ с инвариантом G+.—
=<H{t,q, р) + h-p, где h.= (hi)* = h{qa ) , ha ¥= 0, dh/dqp= 0, $ф
фael, n. Действительно, вводя переменные x, p' равенствами

x=df/dp', p = df/dq, f=g-p=2g sps,.
S= 1

q q

ga=t+Shp d)d\, g(,=q{, —shal (l)ht,(l)dl (афs=\,п) ,

«а «а
получим аналогичную (1.6) автономную систему

dx/dt=dGldp', dp'ldb—— dGJdx {G=G{x,p') = G+ {t,q,p)).
3. Примеры. С учетом замечания 1 рассмотрим аналогичную [ 2 ]

систему S l
, состоящую из воздействующей S'-системы М центров,

вращающихся вокруг сф с Qo = const 0, гу = П OР Xrv (v =■ 1, Al),
и свободной системы из N точек S+ с функцией внутренних и внешних
сил потенциалом позиционных и электромагнитных взаимодействий
вида

S=l

M,N N
Lö= fvs (pva, Qsa, Qvs) ~h fsa (Qvoc, Qaa, Qsa ) (a == 1 >2) ,

v,s вфа

Qil!== |П |, Qi2 ==z t'i ’ Qij== | П ПI »

r'—{r's )*, r 'l=rs — (3= const, Ip|■= 1; s,a= \,N.
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В силу результатов пп. 1 и 2, система 5+ имеет инвариант движения

G (гр') = 1/2msr 2
s —Lo ЙоР • (М+-фт+),

M+=rsXmsr s, m+=r'sXa's. (3.1)
Подслучаем этого случая будет гиростат 5 Жуковского, если 5'
массивный гиростат So(Mi/Mo <С 1), вращающийся вокруг |3 с -Qo =

= const 0. Ниже для простоты примем L x \= а'{г')-г'‘а"{Х') со
(о/ = oo Qo[3), где г', к' координаты центра масс и ориентации Si
относительно неподвижного в S 0 триэдра ое х е2 р. Из (3.1) с учетом обо-
значений [2 ] находим инвариант поступательно-вращательного движе-
ния Sj относительно S 0 в виде его гамильтониана

H=G (г X, Р) = Н' (Я, р', X) +Н" {X, р", X) - V {X, X)

{P={P'i,P")*, 4=Лд Qk =0), (3.2)

(РХ^) 2 ]+ (co = coM-Q op, r=H-+QoISXO,

Я" =TVf И - fioP Ж, 2Г2 =со • Си+l-'г\,
/С=Ссо+/г+а" C~G g (00i = г),

rk=lh[ (со •tft)+a'ft] =const,
p —-

Я{iha ’ Ap) (oc,|3= 1,3,
f h= 1

Ih&Xhi I'h.ih, L=-\j'2M.xr^‘-\-T2-\-^i И,
fe=l fe=l

p'—dL/dX', p"=dL/dX\
где ih орты твердых и жидких роторов, фиксированных в ох е\е'2 ег

3
главном триэдре S x . Из допущения у5, инвариантных множеств
X=X*[t], X’ = r*' [t] в ограниченной задаче Vo*[t] 4- W(Ä/)
следует ошибочный вывод о существовании на X X* инварианта вра-
щения Si в виде Й*" + T'*[t ] (Я/' = Н"\Х Я*, Т '* = Г'|Я == Я*)
Аналогичные пп. 1, 2 и замечанию 2 результаты [ 3 ] получим для под-
системы вращения Sj* с инвариантом G gQH*" + gipX' вращения Si
при X X*[t] {gj ==gj {t, X) ,

/ 0,3). В частности, рассмотрим кру-
говое движение центра масс Si (|г*| = гo ■= const, сог =со = const,
coo = const, М х/М0 <С 1), когда оси симметрии сф и вращения с
йо(0‘~0 гравитирующего сфероида S 0 совпадают и выполняются
условия

| е2 l = I<3 o ЛO |Лl- 1^-о2 <l, а"=а"{п,у).

При Г*-асимптотике V* с ei2
, е2 -членами [2 l из (3.2) находим G-инва-

риант

H"n^G=T2+V\--mn-K, Ь"=Т2+а"-ш-В (/C=G<Bl+A+a"). (3-3)

_Г*=[Х/'- 1{ Mi [ 1 ■ ] ——[V• °У l/3fi<jGj] } (4 = 1,3).
о I
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s 2(/) = sin2 ao COS2 [too —/o )+сo], cosa o =tt-|3, y—yie'i—rjro, f!=F*) s=o.

Замечание 3. При круговом движении г*[/] и произвольной функ-
ции V{t,r', К') для инвариантности Нп*" необходимо и достаточно,
чтобы V* = Уо*|Т] +У* (у. п) . Отсюда в случае трехосного 50 при
главном резонансе (3 = п, Q 0 == too сохраняется гамильтониан враще-
ния Si относительно орбитной системы координат o\ухп.

н: =G= Т2 - coop •К+V. (F* =v: {у, Р) V (г', %') | r==r> , V*o =0).
В связи с (3.2), (3.3) рассмотрим систему, для которой Я Я(£, е)
голоморфная по е функция; решения и инвариант Я g-аналитичны
и представимы в t tO , ||| <оо равномерно сходящимися рядами

оо оо

1= eÄ gft(o , Я(£, е) = £ehHh{t, £ь)>
ft=о k=o

Н—Н'о(х,р) +Я"(|, if) +e*V (х,е), (3.4)

ОО

я„=я'„+я", г=2:в‘Г»(дс.«. l={ys,z„Y,
h= о

:
_

у ;

У (хг, Pi)*, 2= (&,<№)* (S,a= 1,2/г; i,j=\,n). j
Так как при 1 в (3.2), (3.3) VT(x, £) плохо известны, то имеет
смысл ограничиться е2-приближениями |а =lо + —I, Я2 ==

= Я0 + е2 Я2 ~ Я, где

х’о—дН'о/дро, р- o——дН'о/дхо, I'о=дН"/д^ o, ф’о =—дН"/д%о, (3.5)

г2=дl'0/дро,
p m2=—dl/oJdx0 k~yi=:Ay2+f (Го=г/2 -'^Я/о(г/о), k=dV0/dx o),

%2=dl"fdty о,

ф'2=—dl"/dlo h~z’2=Bz2+g {l"=z2 -VH"(zo), h==dV 0/dl0 ).

Пусть (как в случае (3.3), a" = const) для (3.5) известно решение
&,[*, £о(*о)]. Тогда, согласно теореме Пуанкаре, известны матрицанты,

и реальный е2-асимптотический инвариант достоверной части
системы (3.4)

y2 =Yy20 -JY2 kdx, Y{to, t0)=I, У-I=||УГУГI &(*о)-=£ао, ХХ~'=l,
to

,
<3 -6 >

z2=Zz2 o fZihdx, Z(fo, <„)=/, Z-‘=||Z,,Z2 11,
to

, £(M = £o(*o). 2= 1
я= Яо (Co),+ e2 [t2 • дЯ0/0|0+Fo (*b, £0) ]+o(e 2 ) =

= ■^o(^2)-|-e2 |o)+0(e 2 ),

Яо[£о(o ]=const; Q-dHo/dtft—consi, Я~Я2 =Яо(|з) +62 F0(£2, £2),
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P{t) P{to) = (xo-dVo/dxo) |*° +f Xo- {dVo/dxo )-dl, P==y2 -dH'0/dy 0.
to

Из (3.5), (3.6) выводим необходимое и достаточное условие независи-
мости у2 от 22 (или 22 от у 2 ) , эквнвзлентное е2-инвариантности у (или z)
вида

д2 У0/дlдхо—д[дУo {l, х0) Iдх o]/дl^o{д2УO/дх dlo=0) . (3.7)
Вдоль x o {t), удовлетворяющего (3.7), согласно (3.6) г-подсистема (3.4)
имеет е2-асимптотнческий инвариант Я"(|, 2Fo[*o(o

Рассмотрим устойчивость v-стационарного вращения ox e'i вокруг
o\ухп в случае (3.3), где V = Иo*|Л] + У\* (у. п ). а" const. Ориента-
цию ox e'i к o\ухп зададим матрицей ||ctij[A(v) ] 11, где v* новые пере-
менные без особенности в 0 = 2nN, для которых У х * =Р{щ j)/Ро(ctij)
переходит в дробно-рациональную функцию от v = (vi)* :

Y I 1 I n (3.8)
e'l 2(№ !4-.№) 2(U3 -W2 ) ( |л? J 2 —1) (I+lvl 2 )-1

e'2 2 (AiA 2 Aota) A 2 A2
2A2 —A 2 2 (AOAI -f- A2A3) Aj= 2vj (1 +| v | 2 ) ~l

e'3 2 (AOA2 AIA3) 2 ( A2A3 A0A1) A 2 -[-A2 —A2 —A 2 i,j-= 1,3

vi =u0 sin q)i cos cp 2 , sin cpi sin ф2, V3=t>o cos ф! sin фз,

ц 0— (1 cos ф! cos ф 3)
- 1

,

2фl=O, 2ф2=ф —Ф, 2фз=ф+ф.
В переменных ш, v уравнения вращения S) и инвариант (3.3) имеют
вид

/C+coX#-l-£*VvP=o, \=В<й' {К=дТ/ди=Сш;+6, Т=Т2-уа"> со), (3.9)
v2 +v2 V 2 —1, —2 (VIV2+V3) ,

—2(viV3 V2) det ВфО, b-=l-\-a" — Cq,

2(vs vm), v\.+v| v2 — 1, 2(vi+v2 V3) (о—ш'+шо/г,

—2(v2+vtv3), 2(vi V2V3), (v 2 +v| v2 —1) {dTJda'k)' =Qh=o,

G=R2-{-W\=lJ2[(i)' ■ Cco'-f- Jjr2 c)],
h=i

Wq= co~2P n-Cn —2(c • n) ,

Р=2У\{\), 2Fi=3cö 2
0

(Y -Gy),

C=bjiüQ, ; o)о=©о(Го, £2, ao)i=COnst, Tft— const.
Из (3.9) и стационарности G по v находим искомое вращение «

/0
, v°

лишь в виде относительного равновесия а/0 = 0, v° = v 0 = const. Необ-
ходимо и достаточно, чтобы параметры с, v° удовлетворяли линейной
по с системе уравнений

Ас=а, A \\aij\l, a^—drij/dv 0
.,

det Л=0, a=l/2VvO(v°), Ф=о)-2Р —п ■ Сп, (3.10)
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2[q (v 3 H-viv2 ) 4v2 v3
]+Ai, [q (q 2v2 ) — BviV2V3]+A2 : 4vi(v2 +v| — v2 — l)

Aq 3/4= [q(2v|— q) BviV2V 3 ]+Аз, 2[q(vs—viv2 )—4v|v3 ]+Ä4, 4v2 (v2 >+v2 —v2 —l)
2fQ(v± +V2V3) 4v

i
v2 ]-j-As, 2[q (v 2—VIV3) —4v 2v2 ]+lДе, Bv3 (v2 +v|)

X (0= I+l v 2 j),
Ai =—BviV2, Д2—Bv2 2q, A3 =2q — 8v2 , A4— —Ai,

Л5— —BV2V3, A6=BviV3,
адекватной безусловной стационарности W0 в v°, где dW0/d\° = 0. Обо-
значим

A+=\\A,a\\, r(M).= rankM, A^6 )— (д; | г(Л) =r (Л+) ==6},
R+=[j i?(6), да пда)_; 0 5

б

6,61,62 = 0,2. Для существования решения (3.10) необходимо
и достаточно V0 е /?+, где R+ допустимое множество (v+). Следует
различать R(ö\ Р4з (3.8), (3.10) в случаях v° е ö' находим, что все
решения дают формулы
с( °}= Vi n .+ Ргу + Pst, с(V= щп -f j.i2g -f- a3{nXg), с(2)= \.цпф агг+а2у

(Лп=o), (3.11)
где Ag = 0, g• п == 0, |g] = 1, Цг произвольные, щ фиксирован-
ные постоянные. Из (3.10), (3.11) для (3.3) (например, при гравитн-
рующнх .So, sj) имеем два следствия. Неравенство I +а" ф 0 одна
из причин несовпадения триэдров и ох е/. При этом выбором с
невозможно получить произвольную стационарную ориентацию три-
эдров, так как в общем случае R+ ф Е3

. Параметры скрытого движе-
ния Ci неоднозначно определены параметрами Vj° реального наклона
триэдров.

Возьмем из (3.4) любое решение с 0
*
= co (v°) <= {с 0(б) } в допустимой

точке V O . По теореме Ляпунова для безусловной устойчивости v = v°,
о/ 0 достаточно, чтобы W,o {v, с o*) имела вv° изолированный мини-
мум. В обыкновенной точке лщ 0 (| (v o°, |ф 0) грубый
критерий такой устойчивости дают условия Сильвестра Z)f(vо 0 , с o*)>- 0,
i, j 1,3. В последнем случае для неустойчивости vo°, 0, согласно
теореме Томсона, достаточно, чтобы в точке vo°, Со* нечетное число этих
неравенств изменило знак. Произвол р; можно подчинить условию
смены устойчивости.
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I. KEIS

HAMILTONIAANI JA IMPULSSIDE POOLEST LINEAARSE
AGREGEERIMIS VARIANDIGA LAGRANGE! SÜSTEEMI DÜNAAMIKAST

On leitud invariandi G olekutingimused, kui G kujutab endast impulsside ja hamilto-
niaani lineaarset kombinatsiooni holonoomsete ning mitteholonoomsete süsteemide jaoks.
G-invariandiga mitteautonoomne kanooniline süsteem on teisendatud Hamiltoni auto-
noomsesse süsteemi. Esitatakse minimaalse mõju printsiibi modifikatsioon. Agregeerimis-
variant on leitud sferoidi mittetsentraalses gravitatsiooniväljas ning orbiidil liikuva
süsteemi jaoks.

I. KEIS

ON THE DYNAMICS OF LAGRANGE SYSTEM WITH THE AGGREGATING
INVARIANT LINEAR IN HAMILTONIAN AND THE IMPULSES

Under the conditions

6= e(t»+t»o<7-) e {o<7}, Q-B°q=o{f-=dfJdt, v— (v h)*),

71
_____

v-dH/dq v O dH/dt v 0 k—\,n)
h=l

the ideal holonomic and non-holonomic Lagrange systems obtain the generalized energy
invariant G = v OH-j-v-p const. In the new variables x, p' (1.5) every canonic system
with G-invariant is decomposed and represented in the form of 2 [n —1)-dimension-
al canonic system independent of the two equations on x ni xn +i- The generalized
Maupertuis-Lagrange principle is proposed for this system. Various gyrostatic systems
have this type of invariant and all the properties noted above. As an example, the
aggregating invariant is obtained for the circular gyrostate motion around the gravi-
tating spheroid. The sufficient stability conditions for relative equilibrium are derived
in the essentially new attitude parameters v* (3.8).
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