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Рассмотрим стохастическую модель
Y = o+<S, Е&= О, (1)

где Y и <§ случайные m-мерные векторы, 6 неизвестный неслучай-
ный m-мериый вектор. Задача заключается в построении минимаксного
доверительного множества для оценивания 0 при наблюденном век-
торе Y. В отличие от [ l_3 ], где решались аналогичные задачи, здесь
используется априорная информация о принадлежности вектора 0 неко-
торому множеству.

Предположим априори известным, что вектор 0 принадлежит шару
К (г) радиуса г, т. е. OТO0 Т 0 г2

, где г заданная величина. Ограничимся
рассмотрением доверительных множеств, представимых эллипсоидами,
центрированными линейными статистиками

N{k, u, D) = {0 e/? m :(0-6Y u) T D(O k\ u)^l},
где keß\ u <= R m

, aD неотрицательно определенная матрица по-
рядка (mXm).

Определим качество доверительного оценивания величиной гаранти-
рованной вероятности q{k, u, D) накрытия неизвестного вектора 0 слу-
чайным эллипсоидом N (k, u, D) , т. е.

q{k, u„ D) = min P{Q <= N{k, u, D) jo}.
oеЩг)

Обозначим через Mv класс квадратных матриц D таких, что лебегов-
ская мера эллипсоида \i{N{k, u, D)) в пространстве параметра 0 удов-
летворяет ограничению

(1 (N ( k ,
u, D) )

Тогда задача минимаксного оценивания запишется в виде

max q {k, u, D). (2)
DsM ,ueRm ,/teH'

V
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Теорема. Пусть распределение вектора & в модели (1) сферически
симметрично, т. е. функция плотности этого вектора /(<§) =

g((§T £), причем g{t), (0, оо), выпуклая функция. Тогда задача
(2) сводится к решению одномерной экстремальной задачи

max / g{eT e)de, (3)
/ieR 1 m

(e t —(fe—l)r)2+ S e,J <c'2 Ä2

i —2

причем оптимальными являются u 0 =ои D0 = c\ m (I m единичная
матрица порядка {m X w) ), D0 <= 44v .

Доказательство. Перепишем функцию q{k, u, D) в интегральном
виде

q{k,u,D)= min Jf(y Q)dy= min J g{eT e) de,
OeK(r)H, oeK(r) H

где #!= {у R m :(0— ky u) TD(O —ky— u) I},
Hz —{ee R m : ((1 k)Q —u &e) T D( (1 k)Q —u ke)^\}.

Пусть 0 Xi 2 X22 'km2 собственные числа матрицы D.
Очевидно, случай k= I соответствует г = оо. Обозначим через
0о К (г) вектор такой, что V = (1 —&)0о u собственный век-
гор матрицы D, соответствующий ее максимальному собственному
числу, причем (1 /г)0 от и <0 [k Ф 1). Тогда

q{k, / g {eT e)de. (4)
(V —fee)

T
D(V -fte)<l

Ü u

В правой части неравенства (4) произведем ортогональную замену
переменных Се = ц так, чтобы CDC T = Л стала диагональной матри-
цей с элементами Xr, Х2 2

,
...

, Ят2 на главной диагонали. Получаем
то— 1

q {k, f g r]2 ) dr], (5)
G i=l

то—l
где G={(T)l, .... Цт) Ho

г= 1

в силу выбора вектора 0 имеем

l|Vu IH= (1 — As) 20 о
т 0о 2(l— k) uT 0o+uT Ф

и, следовательно (см. лемму 1 из [4 ]), правая часть неравенства (5)
мажорируется величиной

771—1
I g(j£n]+rfn )dц,

G 0 г~l

то—l

где Gо= {(т|l, .• •, лто) е= Rm : № /.2 _}_х2 (( i _k) г kr\ m ) I}.
i=i

Используя лемму, сформулированную и доказанную в конце работы,
получаем

/ о(лт /й'(л т (6)
G 0 G,
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m- 1 „

где Gc = {(т]ь .
.., rjm) <^R m : c2 {k2 £ r)1 + [ky\ m —(1 &)0 2 причем

i=l

Ttl
t. e. лебеговские объемы эллипсоидов N {k, О, D) и

i—i
N{k,o,c2\m) совпадают. Окончательно, в силу неравенств (5) п (6)
получаем

—>

max q{k, u, D) шах / g'(r) Tri)dri. (7)
fe.U.D keß' Gc

Подстановка параметров u = о и D == с 2 \т в функцию q{k, u, D) обра-
щает неравенство (7) в равенство и, следовательно, задача (2) сво-
дится к решению одномерной экстремальной задачи (3), что и дока-
зывает теорему.
Лемм а. Пусть Na {a, b) = {(*, у) еR2: (х а)2/а2 -f y2 jb 2 I},
т. е. Na {a,b) эллипс. Тогда для любой выпуклой на (0, оо) функции
h{t) при ае R 1 и b > а имеем

/ h{x2+y2 / h{x2+yz )dxdy,
N (a,b) N (a ,а )а а 0 о'

где Na {a0 , а0 ) круг, лебеговская мера которого совпадает с лебегов-
ской мерой эллипса Na {a, b), т. е. а 0 = УаЬ:

p{Na {a0,ao ))=p{Na {a,b)). (8)
Доказательство. Введем обозначения

Ai= {(*, */)<= N o {ao, ao )\[N0 {a0 , a0 )fl No {a, b) ], у^>o},
Л2 ={(x,y)<=N0 (a, b)\[No {ao, a0 )fl N o {a, b) ],

Нетрудно заметить, что в силу (8)
p(4i) =ц(Л 2 ). (9)

Используя симметрию эллипса относительно оси OY, получаем
/ h{x 2-\-y2)dx dy — J h{x 2-\-y2)dx dy =

*фа о’ао> Na(«,ь)

= 2[/(/i[ (x-j-ct ) 2Jry 2 ]-\~h[ (x а)^+г/ 2 ] )dx dy (10)
Ai

/ {h[{x-\-a) 2-\ry 2 ]+h[{x a) 2-{-y2 ])dx dy\.
-^2

Учитывая теорему о среднем и соотношение (9), перепишем равенство
(10) в виде

/ h{x 2-\-y2 )dx dy — f h [х 2-]-у2 ) dx dy =

Naia 0
,a

0
) Na<a ’b )

= 2p{Ai) [h{{x i-\-a) 2r\-y2 )-\-h{{xi a) z-\-y\)
h ((x2-fa) 2-fy\ ) —h{ {x 2 —a) 2+y\ ) ],

где {X\, у i) еф, (*2 , y2 ) g Л2 . По определению множеств и Л2получаем Х\2 + у х 2 < х22 + у2 2 ихх> х2 oи, следовательно, в силу
5»
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выпуклости функции /г(•), правая часть равенства (11) положительна,
что и доказывает лемму.
Следствие. Пусть N {А, I) ={хе Rm :(х 1)т Л(х —1) I}, где
А диагональная матрица с элементами А] 2

, А2 2
, •■ • , Ат2 на главной

диагонали, а 1 Т = (а, 0, ... ,0). Тогда для любой выпуклой на (0, оо)
функции h{t), любого а е R x и Ai min А г- справедливо

l<i<m

/ h (хГх) J h(xT x)dx, (12)
JV<XIm .l) N(%, 1)

где А выбрано так, что А™ = det (А), т. е. лебеговские объемы
АДА!™, 1) и N {А, 1) совпадают.
Доказательство осуществляется переходом в (12) к повторному
интегрированию и использованием леммы.
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