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ГРУППОВОЙ ПОДХОД В ДИНАМИКЕ
МНОГОСПИНОВЫХ СИСТЕМ. VI

(Представлена Э. Липпмаа)

Тема данной статьи динамика абстрактной трехуровневой системы
не исчерпывается изложенным. Здесь рассматривается широкий класс
пропагаторов, построенных в виде произведения трех экспонент, и
дается перечень более простых поддинамик, описываемых пропагато-
рами представлений группы SU( 2) в группе SU{3).

10. Динамика трехуровневой системы

10,1. Супероператорное представление группы и3 .

Выберем совокупность собственных векторов ат (т = 1,2,3) статиче-
ского гамильтониана Я0 изучаемой системы в качестве исходного базиса
3-мерного пространства С чистых квантовых состояний. Ей соответст-
вует эрмитовый Л-базис (базисные операторы Атт,

Хтп ,
Ymn ) 9-мер-

ного пространства Н всех эрмитовых операторов +]. На Атт натянуто
3-мерное коммутативное пространство Н А с= Н, содержащее ЯO . Так
как tr Н0 =O, то Н 0 локализован в 2-мерном подпространстве
Н А

° си Н А . Ортогональным базисом для НА
° могут служить опера-

торы
Хтп = ( 1/2) (Атт А пп )

, (10.1)
Qmn= (2/3) (Zmk — Zhn) - (10.2)

Отметим, что скалярные произведения
( Z mn , Zmn ) = ( Хтп,

Хтп ) = ( Ymn, Ymn)~ 1/2, ( 10.3)
{Qmn, Qmn) =2/3. (10.4)

Собственным векторам ат, о-и, а п соответствуют собственные значения
оператора Zmn (+l/2, 0, —l/2) и собственные значения оператора
Qmn (+l/3, -2/3, +l/3).

Поскольку имеется три перехода т-+п, следовательно, существует
и три типа базисов (10.1) и (10.2). Ниже будет показано в качестве
типичного примера разложение Я0 d Н А

° по базису перехода 2-^3
Я0 Q23, (10.5)

где
'< =ö)O

2S=:<D 2~ ö)08* ( 10- 6)

2*
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<=-(l/2)«-<). (10.7)
a com

° собственное значение оператора ЯO .

Согласно Ф. Д. Мойнихену [2 ], любой Uе и3 может быть пред-
ставлен в виде произведения

U=UAT, (10.8)
где

Ял ==6Хр[
m

т =Г23 (<Р23, 023) Ti 2 {<pl2, O12) 7" 13 (фl3, Оl3) , (10.10)

Ттп (фтпп, Оттг) == 6Хр [ i2tymn Утп ((Утп) ] • ( 10.1 1 )

Входящие в (10.10) угловые параметры iqw, omn группы u 3 могут
изменяться в пределах

Между угловыми параметрами ат существует зависимость

■JJ ат=o, (10.14)
т

обеспечивающая унимодулярность оператора Ял-
Пара операторов Хтп {(Утп), Утп(Отп) получается путем «правого

поворота» пары Хтп,Утп на угол Отп. Сокращенно:

°тп
Хтп >■ Утп- (10.15)

С помощью той же сокращенной символики действие суперопера-
тора (фтп) сГтп) оператора (10.11) на элементы Л-базиса записы-
вается так:

2фтпХтп *~Хтп((Утп), (10.16)
Утп

Хтк (а ) —<~Хкп (а), (10.17)

КтЬ (10.18)
Действие &тП (фшп, (Утп) в натянутом на Xmk, Ymh, Xhn, Yhn подпрост-
ранстве H(mk, kn) не зависит от угла атп - Поэтому не только Xmh,Xhn
и Ymh, Yhn, НО и любые Хтк{о), Xhn (а) и Ymk (a), Yhn (в) являются
плоскостями вращения.

Несколько слов о порядке индексов т, п операторов Хтп, Утп-
В конкретных случаях придерживаемся порядка т < п. При переходе
от общих формул к конкретным следует учитывать, что

Хпт ==Хтп, Упт== Утп • (10.19)
Унитарное преобразование

е™=Тат ч (10.20)

переводит ат в новый базис <= С, имеющий некоторую «унитарную
ориентацию» относительно «системы отсчета» ат . Унитарная ориен-
тация определяется шестью параметрами фтп, amn оператора (10.10).
Соответствующий (10.10) супероператор £ переводит Л-базис в новый
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£(3)-базис пространства Н (базисные операторы; Е ( ®

т, Х (®

п , Y (®).

В частности, подпространство переводится в подпространство Н°,3 ,

его базис типа (10.1), (10.2) обозначаем как Z Q(^

n
.

Ниже будут применены три базиса е (/ = 1,2,3) вместе с соот-
ветствующими и подпространствами Мы их опре-
деляем согласно формулам

С=Т2 зат, (10.21)

еЩ=Т'е“\ (10.22)m 12 m’ ' '

е {3)
— Т" е(2\ (10.23)тп 13 m’ v '

где

Т'п=Т*ТаТ£, (10.24)

Г" = (Газ Та)Та( ТгзТ lг) (10.25)
Так как

Т=Т"а Т\. А
Та , (10.26)

то (10.20) согласуется с (10.23).
Итак, Ж'12 совершает преобразование типа (10.16) (10.18) над
Я<l )-базисом. При этом тп l2 (см. табл. 1). Аналогично, £l3" пре-
образует £<2)-базис в f'3 )-базис (см. табл. 2).

Таблица 1
£<•)-базис пространства Н на языке Л-базиса (преобразование £23 )

Операторы Операторы Л-базиса Угол
поворота

7 0) V
(D

, V

. Л23 (CT23j
V

(D vü)
Л 12 ,

Л 13
(1) (1)

1 12 , i 13

0.23 — Q23

%23у (0^23)
К 12)

У12, УИ

Угз (сг23 )

2ф23

ф23

ф23

= Угз(<72з)

Таблица 2
£(2)

- базис пространства Н на языке (преобразование %'iz)

Операторы £(2)-базиса Операторы £(1) -базиса Угол
поворота

Zn, X
(S Ш

Y
(2) v(2)

-Л 13 , Л23

у(2) у<2)
I 13 . * 23

Q.B = Ql2

Zl2 . (O'iz)
у О) v(I)
■*13) -Л 23

у (1) у(1)
-*13 > I гз

Уи (<*«)=■ Уи

2ф12

ф!2

ф!2

(О’и)
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Разъясним смысл сокращенной записи, например, в табл. 1. По
данным второго ряда имеем

COS

у(<) • V , V 0 0.27)Х Sln 'ф23Лl2-|-СOS ф23^13,

а последний ряд показывает, что 2-мерное подпространство над
Qz3> У 23 ('СГ 2з ) не изменяется под влиянием Х2 з-

Преобразование £2з базиса Q 23, подпространства НА
° приводит

к базису Q 23, Z23(1) подпространства HF i°. Совершая с помощью формул
Q»=-(1/2)Q<«-Z»

Z<«= {3I4)Q!»-(lj2)Z<£ (10 - 28)

переход к базису Z того же подпространства, сможем удобным
образом применять преобразование %'

\ 2 к £(1 )-базису. Аналогично, пре-
образование базисов подпространства Н^, 2

Q®=-( 1/2)Q‘«+Zf>,
ПО 29^Z®=(3/4)Q<«+(.l/2)Z® 1 ;

позволяет прилагать %\ъ к базису, чтобы получить £<3)-базис.
К этому базису относятся, в частности, операторы

Q(3) = Q(2)

Z‘»=cos 2cpi3Z®-fsin 2<p,3Xf3
> (о,з) ,

( '°'3o)

составляющие базис подпространства H^,3 .

В подпространстве Н^, 3 локализованы все эрмитовые операторы,
унитарная ориентация которых задана шестью параметрами <ртп, <ттп.
В частности, эти параметры и «естественные популяции» пт, опреде-
ляемые по

д(o)е®:= Яте<». (10.31)

задают любое начальное состояние q(0) оператора плотности q(/) изу-
чаемой системы. Стало быть,

е (0) 1= (1 /3) s (0) Q(2lš+Q l (0) Z™ 3EI WF3, (10.32)
где

Q l (0) =ЯI3—ЛI
(10.33)

Q s (0) = (1/2) (Яl2-Я23). v

Относительно £(2 )-базиса имеем

е(0)|=(1/3)Б+[(3/4)^(0)со5 2ф 13 -(1/2)е8 (o )]Q«>+
+[(1/2)е ь (o)соs2ф l3+0 8 (o)]Z<» + (10.34)
:+q L (0) sin 2фl3А(^(аlз) .

1,0.2. Групповой подход. Перечислим методические принципы
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группового подхода [ ! ] применительно к динамике трехуровневой
системы (см. также [3 ]).

1. Компактное описание движения в пространстве С достигается при-
менением пропагаторов D{t, 0) е u 3. Их супероператоры 9t(Z, 0) опре-
деляют целые семейства траекторий:

Q{t) 0)q(0). (10.35)

Каждый Я(/,0) соответствует некоторому гамильтониану Н (t) е и3°.

2. Основная задача динамики сводится тем самым к установлению
соответствий

H{t)=Ho+HE {t)+-+D{t, 0)-*9Ц/, 0). (10.36)
3. Если входящие в (10.36) величины выражены на языке Л-базиса,
то преобразования типа (10.35) описывают динамику абстрактной трех-
уровневой системы. Получается зависимость Щ/, 0) от возбуждения
HE {t), заданного относительно Н 0 как характеристики системы.
4. Если рассматриваемая трехуровневая система является ядерным
спином 1, то установление соответствия между Л-базисом и составлен-
ным из спиновых тензоров /-базисом ['] позволяет дать физическую
интерпретацию выводам абстрактной динамики.
5. Представления динамической группы и2 (двухуровневой системы)
над группой и3 описывают более простые поддинамики трехуровневой
системы. Перечень этих поддинамик дан в п. 10.3.
6. Пропагаторы D{t, 0) еu3 более общего вида могут быть построены
в виде произведения пропагаторов, относящихся к различным пред-
ставлениям и2 (см. п. 10.4).
10.3. Представления динамики и2 . Прилагаем алгебру Ли
и3

° для составления списка всех представлений и2
° над и3°. Ищем сна-

чала все такие базисы Z, X, Y представлений G0 алгебры и2°, у которых
Ze Нл° (система представлений G, примыкающих к Л-базису).

Базисные операторы выбираем с одинаковой нормой

{Z,Zy.= {X,X) =

и с алгеброй Ли и2
°

-i[Z,X] =Y, —i[Z, У] = —X, —i[X, У] =Z. (10.38)
Алгебра Ли и3° определяется следующей системой коммутационных
соотношений:

ОZ [-Z/fl) Xrnn\ == (£>тп Yтп, (10.39)

i\HO, E mn ] = Cl)тпХтп, (10.40)
i[Xmn, Ymn ]=Zmn, (10.41)

—i[Xmh, xhn] = (1/2) Ymn, (10.42)
—i[Ymh, Yhn] =

—i[Xmk, Ykn ]=—{\J2)Xmn, (10.44)
— i [ Ymk , xkn] = Xmn . (10.45)

Отметим попутно, что формулы (10.39)
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в более общем случае алгебры Ли ud °, d>> 3. Для полноты характе-
ристики ud° следует добавить правило: базисные операторы несвязан-
ных переходов коммутируют друг с другом.

Применение соотношений (10.39)
существование только двух типов вышеупомянутых представлений G0

(со свойством Ze Н А°) типа GL°(mn) и типа G°(mk,kn). В случае
G0 ■= GL°{mn) имеем ц 2 = 1/2, Z Zmn , X = Хтп, Y = Ymn . Так как
Qmn коммутирует со всеми элементами /Оь°(т/г), то включение его в
список базисных операторов расширяет Gь °(тп) до 4-мерного приво-
димого представления G°{тп).

Супероператорное представление соответствующей подгруппы G(тп)
распадается на три неприводимых подпространства

цо— S° (тп) {тп) kn) , (10.46)

из которых 1 -мерное S°{тп) натянуто на Q mn, 3-мерное GL°{mn) —на
Zmn, Хтп, Ymn, 3 4-мерное Н {mk, kn) опирается на Х Хи,т и, Ymh , Xhn и Yhn .

В случае же G° = G°{mk,kn) имеем г\ 2 =2. Все базисы Z, X, Y
могут быть выведены исходя из базиса

Z=2Zmn, (10.47)

Х=Х,{тп)=р. (Xmh+Xhn), (10.48)

7= У*(тп) =У2 ( Ymh+ Укп) . (10.49)

С этой целью следует воспользоваться преобразованием (10.9):
Х=ПАХ,{тп), (10.50)
Y=UA Yi{mn). (10.51)

Частным случаем операторов (10.50) и (10.51) является пара

Х=Х2 {тп)=l/2 (Хтк - Хкп), (10.52)

Y=Y2 {mn) =У2 (Ymk-Yhn). (10.53)

Четыре оператора (10.48), (10.49), (10.52), (10.53) образуют ортого-
нальный базис подпространства Н {mk,kn).

Супероператорное представление подгруппы типа G(mk,kn) рас-
падается на два неприводимых подпространства: на 3-мерное
G°{mk,kn) и на 5-мерное ортогональное дополнение к нему. Представ-
ление изоморфно к тензорному представлению группы d 3 (т. е. группы
SO(3)) подпространство G°{mk,kn) преобразуется как 3-мерные
евклидовые векторы, а его ортогональное дополнение как неприво-
димые (евклидовые) тензоры второго ранга.

Подведем итоги. К Л-базису примыкает целая система представле-
ний динамики и2 . Эта система распадается на подсистемы по трем пере-
ходам т-+п. Каждому базису (10.1), (10.2) подпространства Н А

°

соответствует одна такая подсистема. Каждая подсистема состоит из
поддинамики G(тп) и однопараметрического множества поддинамик
типа G(mk,kn). Во главе всей системы —-подпространство НА°.

Преобразование (10.20) переводит систему представлений G, при-
мыкающих к Л-базису, к системе представлений GT, примыкающих к
£(3 )-базису, возглавляемому подпространством Н^3

. Придавая опера-
тору Т все «значения», допускаемые формулой (10.10), получаем все
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множество представлений группы и2 . Чтобы иметь все различные супер-
операторы, достаточно взять параметры Мойнихена в пределах

Я/2 фтп» Ümn SS; я/2. (10.54)
10.4. Обобщенный двойной резонанс. Рассмотрим движе-
ния, описываемые пропагаторами типа

D{t, 0) =D,{t, 0)Dz {t, o)D3{t, 0), (10.55)
где

Di {t,o)= exp (—itGi) e G(23), (10.56)

D 2 {t, 0) = exp (—itG2 ) €= G(23), Gr (12), (10.57)
D 3 {t, 0) exp ( —itF2 ) e Gt(l2) (10.58)

и

Gi=ViZ23 -vs Q 23 s Н° д , (10.59)
(10.60)

CO^+'CO®Q<«e H«F 2. (10.61)

Пропагатор (10.55) состоит из мультипликативных компонент (10.56)
(10.58), относящихся к поддинамикам G(23) и Gr (l2). При этом ком-
понента (10.57) принадлежит к обеим поддинамикам. Индекс Т, в дан-
ном случае, означает Т = Т23.

Пропагатору (10.55) соответствует супероператор

ад о) =9*l [t, о)зад о)зад о), (ю.62)
где Я5-(/,0) (/ = 1,2, 3) супероператор оператора Dj{t, 0).

Соответствующий прапагатору (10.55) гамильтониан имеет вид
суммы

Я(t) =Gj+9*! {t, 0) 1(t, 0) Эг2 {t, 0) F 2 . (10.63)
Если же из (10.63) выделить независящую от времени часть Я0 е НЛ °,

то гамильтониан примет следующий вид;

Я(о=Яо-еяl (o!+я 2 (о, (10.64)
где

Я 1(0=^1(/,0)У 1, (10.65)
Я2 (*, 0) 9*2 ( t, 0) V2, ( 10.66)

и
Vi=hiX23 ((Т2з)е G°(23), (10.67)
V*=W( g(ai2 )e= G°r (12). (10.68)

Выберем (10.64)
введем еще эрмитовый оператор

Е i=HO Gl +l/1 =(o^Z;i)+l е= . (10.69)
Тогда частотные параметры операторов F\,F2 вычисляются по форму-
лам

®
(

в)=<а9= (1/2)^v s + (3/4) (10.70)

- (1/2) yTSv7)VЩ, (10.71)
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©®=V(Av* )Vrh\, (10.72)
где

Avs =d)os—0s —vs , (10.73)

Avi=(Ob vi, (10.74)

Ava— V 2, (10.75)
а углы ф mn —по формулам

tan (10.76)
tan 2cpi2=/i2/Av2. (10.77)

Супероператор совершает вращение Amn Ymn A-6азиса, остав-
ляя Н А

° неизменным. Аналогично, 0) вращает £( 0-базис, а
9?з 0) £(2 )-базис. При этом неизменными остаются и Н^ o соот-
ветственно (см. табл. 3).

Компоненты возбуждения (10.65) и (10.66) выражаются в виде
Hi(t') =hi [cos X2s+sin (vK-j-cfes) Кгз] , (10.78)

Hz{t) =hz cos Уl2] + yg^
sin ф2з[cos

где
vi2=vs (1/2) Vl+V2, vi3=vs-f (l/2)vi-f-v 3. (10.80)

Оператор плотности задается формулой

Таблица 3
Угловые частоты вращений, совершаемые супероператорами üj((,0 )

Переход
т-+п Xi(t. 0) K 2 {t, 0) Xs(t. 0)

1 2 vs —(1/2) vi v2
(2) (2)

СО 12 —COb

2 -V 3 Vi — (1/2) v2
(2) (2) (2)со 2з — cog —(l/2)coi.

1+3 vs +( 1/2)V! (1/2) Vs
(2) (2) (2)

со i3 — cog +(1/2)соь

Таблица 4
Характеристики оператора плотности (10.81)

Вра-
■ щение

Я
Ути Pm n

ч
Qmn

Vi 023 (1/2) Ql (0) cos 2cpi3 — Qs (0)

Vi —(1/2)v2+co 1
(

3
)

CTi3 (1/2) (0) sin 2ф1з sin фиг (cos 2фгз+ 1)

Vi+ ( 1/2) v2 — (Õis 2(Тгз —0i3 (1/2) Ql (0)sin 2ф1з sin фиг(cos 2ф23 — 1)
У12 v s — (1/2)vi+v2 0 12 [ (1/2)q l (0) cos 2ф13 +ев(0) ]sin 2ф1 2 cos ф23

Vs— (1/2) (Vi — v2)+(0i(3
)

013 —Ql (0)sin 2ф1 3 cos фi2 sin ф23

Xis -*■ К13 Vs+(1/2)vi+v2 0 12 [ (1/2)ql (0)cos 2ф1з+дв (0) ]sin 2ф12 sin ф23

Vs+ (1/2) (vi+v 2)+Wi3 ffl3 Ql (0)sin 2ф1 3 cos ф] 2 cos ф23



Групповой подход в динамике
...

VI 123

Q {t) —Qa(OH- JŽj S Qmn [COS Xmn-\-

m<n q
(10.81)

-}-Sin Pmn) Knn]
и параметрами, приведенными в табл. 4.

Компонента qa(o еНА в формуле (10.81) имеет вид

qa(0 ( 1/3)Е— [ (3/4) ql (0) cos 2cpi3+ (1/2) Qs (0) ]Q23+
+ [ (1/2) ql (0) cos 2фlз -Qs(0) ]Z23 - (10.82)
—ql(0) sin 2фlз sin Фl2 sin 2фгзХ

Xcos [ (со® ( 1/2)v 2) t+ (ais 023 ) ] Z2 3.
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V. SINIVEE

RÜHMADE TEOORIA RAKENDAMISEST MITMESPINNISÜSTEEMIDE
DÜNAAMIKA UURIMISEKS. VI

Artiklis on käsitletud kolme nivooga kvantsüsteemi dünaamikat.

V. SINIVEE

GROUP APPROACH IN DYNAMICS OF MANY-SPIN SYSTEMS. VI

The dynamics of abstract three-level systems governed by a broad class of time-depend-
ent Hamiltonians is considered. The propagators are constructed as products of expo-
nentials. The corresponding time-dependent orthogonal transformations, which describe
the motion of the density operator, are given in terms of rotating bases of the 9-dimen-
sional space of hermitian operators. A list of subdynamics described by propagators
which belong to representations of SU{ 2) in SU{3) is given.
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