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И. КЕЙС

О СУБОПТИМАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ ДИНАМИЧЕСКИХ
СИСТЕМ СПОСОБОМ ОБРАЩЕНИЯ И АГРЕГАЦИИ

(Представлена Н. Алумяэ)

Для управляемой динамической системы предложены два критерия стабилизации. Мето-
дом производящих функций и агрегирующих переменных у доказана теорема о суб-
оптимальном синтезе u{t,x, а). Получены условия минимизации показателя для
выбора а. Приводится пример.

1. Рассмотрим уравнения возмущений х=o управляемой системы

x' =

и= {ua )*(=Uo—{u(^Q^0—{u(^Q^Es
, xl \>Ho,

x= (xv,xh )*, ;Д=(х у )*, xW={Xh)*, v=\,m Н—ту-\-\,п,

xl ={xa,Xfi)*, x'={xa)*, x"={xp)*, a=l,m o<mb p =mo+l,mi

с компактом Q, целью Q={x|x' =o} и критерием

J{t, x\u)= J Fõ{x, x, u)dx-+min (lim x'=o, t-+ti —O, F (1.2)
t U

где F, U° удовлетворяют условиям существования, единственности и про-
должаемости x[t] на t(= [f o, *i), 11 первый момент примыка-
ния хк Q в (1.2). Регулятор и'е(/° х l , дестабилизирующий (1.1),
если имеем \x l \^&'^Ho {t при 0,
V|х'о| I = const, где Уе>o, фиксируются / |Хо(2) | <С oo,

//O =const:>o и существует *о(2)
, е') |х0

’ | >O. Используются
П обозначения xo =x[to], х'O фО, [| <ö0 1

, x[t]=x{t, tO , x o \ и') . Допу-
стимый и0 из класса {и'} <=, W оптимальный для (1.1) по (1.2), если
J(t,x\u°) J{t,x\u') при \х0 1 \ бо 1

, 0 < \х'о\ < б'о, {to,xho(2\ Но)* =

=fixconst. Введем для стабилизации и наблюдаемости переменные

У=УИ,х,а) = {у{ )*={у'.,у")* (t,/=TX<n, /=ТХ, rf=/i+l,/ 0), (1.3)

у'={у])\ y"={y" d)\ У I*‘=о=o, у'\х'=o=o (б 1== | х1 (, г'=.\х'\, /о<п),
rank \\dyijdxi\\ = 10,l0, y^C{ROXÄ), \y\=Q>Qi (r I,a)> 0,
l/|=e'^ei(^ a)>o, ei(S2.fl)>Qifti,a). c'i(b, а) ib>b),

Qi (o, a) = g'i(o, a) =O, ei(§,a)^e /i(g,a)>o, |>o, qi, q'i e= C{R OXA),
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где агрегаты tji вообще нелинейные по х, а связки Четаева с векто-
ром [2 ’ 3 ] агрегации а = (ат) *из области A s EN

, а = const, т— 1,N.
В силу (1.3) для V h Q! (Я, а) = max qj (| х 1 | Я0 ) | у\ h отве-

чает прообраз в \х'\ 6(qi(6, a) = /i6), из \у'\-*0 следует х'|->O.
Для V ( t,Xh)*, а = fixconst d А область [у] содержит \у\ h.
Поэтому для оптимальной хl

, (1.1), (1.2) доста-
точно решить в переменных g задачу оптимизации

£•=/(/.£, и, a), l<=D'=l(R'), f {t, 0,0, a) =0 {D'=D\y'= o), (1.4)
y'=Y{t,l,u,a), y =T{t, I, и, а) {ук =хк , xL =r\i{t,l, a)d Ci(D'XA)) .

Y=dyldt+F-dyJdx, T— {Fh)*\xi=m {l=\,lo, k=l0-\-\,n),

1= //o rft->min, f o=/7 |x=x(i,g,a)e СДЯ'Х^Х^)
t M

при условии г/, i/'-стабилизации (1.4) /-оптимальным «Д/, |, а), где
Ы h Я lim у' = 0 при 0 (У|г/о| б,
Я = fixconst). Пусть (1.4) имеет в U 0 подкласс возможных и', порож-
денных V{t,l,a) вида

V{t,l,a)^Vi {Q,a)>V\ y^

V-\ u=u'=W{t,l,a)^£ o, у'фО, | у |

Я0

Из (1.3), (1.5) для (1.4) при и= и' U° имеем г/,

Уе<Я 3ö=

Уе^ЯЗб'=[ба -|г/"| 2 ] l/^б:|г/'l=т<B(бo=б(Я), б ,(Ь=бДЯ)).

Остальные свойства V, U',f{u'), достаточные для при t-*tx 0
и фиксированных tQ , у0", уо, б°, б'°, доопределим ниже. Допустим против-
ное: в области D'о (1.5) системы (1.4) есть £*[f] с y*'\[t] -компонентой,
не сходящейся к нулю при г0 = г[Д] б' и Уt\ +оо (г 0 >* 0,
Ч > to) • Из (1.6) следует, что г* = \у*'\ удовлетворяет условиям, за-
дающим лишь два класса (1.7), (1.8) {/v[ž]} функций вида С*1

, С42 )

lim +оо, o</°), г*п 1° : г* п 0, (1.7)
/’•п =Г.[Тп], = = o<r.[/]d Ci [/0, о©), Q—-

lim
{o<г* с= Ci[to, oo)), (1.8)

Vf «= (/‘, №))3 +oo : /-.[tJ] =/�, /•.[Ч-Щ1
, г<2 >] (<->- +°°),

У ei, 82 3 74 (ei, 82) :Z 1 ei </■*[£] -</(2)+S2, t^T^to^O.
Для Угф] gСЯ имеем последовательности (тД, г'*л) -> (00, I 1 ),

(r fe", r* ft")+ (00,/( 2 )) (Z 1 < /(2 )) стационарных г*‘ = 0 точек /•*[/] — «экст-
ремумов» ее колебаний, В классе С*,(l) возможны постоянные н моно-
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тонные функции, которых класс не имеет. Функция r[t ] ё= С* 1 U С*(2)
,

если нет {tn , fn )* ->■ (+°°, О* с /V-»- 0(/>0, г п -[ 7П]).
Введем совокупность Р = {(со, г*)*} cz Dq (0 <г* Н) предель-

ных для рт* = (tm*,rm*)* точек со свойствами: tm
* со, гт*-+г*,

Rm*-+ о, т^оО, где Гт
*
= \ Ут* I,R =Г, Rrn* = R{tm*,lm*,a\u');

Р множество /--агрегированных и предельных к
->■ г* > 0) точек в Dq , на которых гт при т->+ сю. Из

(1.7) (1.8) следует, что Р непусто, если на Dq имеем (r*»[V];} ФO.
Р \j 0 замкнуто. При о, /■т ->/е[o,Я] вообще Rm-фО. Но
для элементов р п , Рп, Рп" имеем

Я„=г при t
n<=xn ,r'n ,xl, (1.9)

ибо их пределы лежат в РU 0. Пусть для V/* g (0, Н ] существуют
е* =е*(г*) >O, Т* = Т*{г*) 0, w* = w*{r*) >* 0, удовлетворяющие
оценке

W^>w*>o, \г
Пусть вВ= {t Т*, |г— г* 1 е*, g е Do'} имеем неравенства
—Ri{t, r*,a)^r\ u=u'=ß{t, I, a\u')^R2 {t, r*, a) (o^^i,^2 cC) (1.11)
с неотрицательными интегрируемыми на [Г, oo) функциями R a (а =

= 1,2). Обозначим через Т { ~, Т2~, ГД, Т2
+ решения уравнений

/ 1 = f R 2 {t+r)dT = 0, а=l,2), (1.12)
-г- —Г"

//? 1 =e*-et >o (Г+ =7+ е^)),
о о
дающие оценки снизу левого, правого и полного отрезков времени вклю-
чения г*[t] е В для начального г.;[l] из |г.[l] г*] е.:

&t~^AtT=min{t-T-, Т- Г*=Г-+Г+, (1.13)

Д*+> Д#+=тш{Г+ Г+} =Г+ (t,el) .
Д/=Г„(<,) .

Пусть для любой последовательности -*■ 00, 0 < <С ряд
m

S*m =

h=l

5* = limS*—+°° (tn-+oo)m 1 v 7

расходится при m->- 00, уe.иe* >e. 0 в оценках (1.10), (1.11).
Лемма 1. Возможный регулятор u'{t,l,a) будет х\ х'-стабилизирую-
щим (1.1) для = fixconst 0, |x o4 бо 1 , хo(2 >, если функции V, и'удовлетворяют условиям (1.5), (1.10), (1.11), (1.14) для Уа<=А.
Доказательство. С учетом (1.5), (1.6) достаточно показать при
условиях леммы отсутствие решений с для системы
(1.11). Допустив противное, рассмотрим /•*[/], для которой в силу
(1.7)

r[T*h\=r*k -+r*, dr*/dx* ->0 т*<т*+1,

V е*>o 3
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Интегрируя вдоль £*[/] при и= и' равенство V" —W, с учетом
(1.10) (1.15) имеем неравенства

DO

V[to\-V[oo] = J W[x]dx^w*S*= oo (1.16)
• *0

в силу их противоречия {г*[/]} = 0. Лемма доказана.
Замечания. Для г-агрегированной предельной точки г* = Н функ-
ция Т0

* {t, е_*) имеет вид Г,+ -f Т o~{Т0
-

= min [t 7V, Т2~}, Т0
*
=

= Tl+{R2. = oo), = oo) ). Если P= 0 для «'-произведенной V
вида (1.5), то 0 = (гДД]} и u'{t,l,a) — х\ х'-стабилизирующий (1.1)
регулятор. Условия леммы 1 ослабляются заменой на положительно
рекуррентное, предельно г-стационарное множество Р 0 Р. Точка р 0
входит в Р 0 = {(оо, го*)*}, если для (1.1) {и = и') существует после-
довательность ть +оо со свойствами

l[xh\,a\u') li o, r[x k \ = \y'[ik\ e(0, H],

где при o< | у'o \^б'o^б0
,

/ у o е£пЧ
.,

f[t]=f{t,to,yo, уо, a\u), {to, уо, a) *=fixconst.
Установим второй критерий х l

, х'-стабилизации i(l.l) при и = и'.
Примем, что функция r\[t] при и и', gDq , t 0, Va е Л удовлет-
воряет дифференциальным неравенствам

|r|^|P|<Pl (/,r,a)(o<Pl c=C(si), dRi/drcz С (Я 1 )). (1.17)
где В 1 == {o t <l 00 , 0 Vae Л. •

Пусть все Г] —(-°°-продолжаемые решения r{ = —R x и верно
lim/i[/]>o, t—>-■*■£- оо (У/ 0, ГюеВ 1

, ae Л). (1.18)
На В х для системы (1.4) при и = и' предположим свойства:

V‘\ и=и'= г, a) dW/dr с= С (В 1 ), Va е Л), (1.19)
(Oi = t, г е В l

, А+<й|*0,гo =а)|*o+д* 0+д* (o(t°, г°) >O(O<Л/^е),

Иш / НРДт, г-i[х], a)dr=oo, гlO, /оеВ 1
, УаеЛ (V/ 0

, г°е {o)i = o}fl Р 1) •

Т-Н-оо <о ;

Покажем, что |Д/] = —l, гД/] оптимальное решение задачи

r=lßu -ККI, l^C[to,T]{o^to<T<oo), (1.20)

h {to, го, T, a 11)= / №i(t, r[x], a)dt-^min=/i(|°).
<0 £

Из (1.17), (1.20) и oi > 0 находим nt*] < Г[*lЕ]| Л(10 < Л(|)
Д e [fc. P], |i = —l, V£[/] > £i[*L I С) оптимальность gi. Для
(1.20) имеем необходимые условия

Н 1 (t, п, ри li, a) г i, pi, I, a),

Pih= min Pil=—pi<o{Hi=Wi+pilßi),

p , i={dßi/dr l )pi dWi/dri, pi[T]= o{pi= J <L> l {t,x)a\{x)dx, to^t^T),
t
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<Di=exp[/ dRi/dri dg], ri=ri[£], .©J =dWi/dr i =a)\ (t, /Дт]
, a) >O,

T

где pi > 0 на [То, Г) в силу локальной неинвариантности (toi • 0}
вдоль r\{t] при (1.19). Тогда согласно (1.20) и |г*'| /?,i (/■�) анало-
гично лемме 1 получаем из /Дп) /Дг*) доказательство леммы 2.
Лемма 2. Регулятор и' дает х\ х'-стабилизацию (1.1), если функции
V, и' удовлетворяют условиям (1.5), (1.17) (1.19).
2. Зададим u+(t, |, а|s+Д +) еU' потенциалом S+Д, а) и штра-
фом X+ {t, I, а, и) задачи обращения аналитического конструиро-
вания:

/+(/, I,а\и, Я+) =

= А+Мт(s+Д+е= С(Д,ХO)Д+.5+ е CiiD'oXtt), Vae Л), (2.1)
t

J+{u, A,+)->- min=

U

=S+{P=mmt*:y'[t*]= 0,
Пусть для S+, ЯТ 3 V+, u+

, удовлетворяющие лемме 1 или 2, причем
H+{t, I, и, a) >Я+Д, I, u+, а), П {H+=X+f o-{-dS+'/dt-\-f-dS+Jdl),

(2.2)
H+{t, I, u+,a\S+, X+{u+))= 0,

0, I e D'o, Va еД(Я {t, I, a, a|s+, A+) =H+ ),

S+l r=o =o, u+= u'+{t,l,a)EEC{t^O,l^D'o), X+, Я'оХЙ),
VaeT

Тогда имеем xl
, х'-стабилизацию (1.1) {и = u+{t, x, a) i=

= a'+ |T, £(/, x, a), a]), существование, единственность и непрерыв-
ность a+, строго минимизирующего Я+ в П.
Теорема. Регулятор и'+ оптимально по (2.1) у, у'-стабилизирует
(1.4) в области (1.6) для значений tO , С° = {to 0, g 0 е Я'0,

\у o \ 0 } (ae Л), если для S+,X+
, и'+ выполнены условия (2.2) и

леммы 1 или 2.
Доказательство. Из выполнения условий леммы 1 или 2 следует
у, «/-стабилизация (1.4) при и = u'+{t, |, а) . Интеграцией неравенств
(2.2) из краевого условия на S+Д, а) для и'+ и стабилизирующего
и* Ф и'+ получаем неравенства

S+{t, Ь а )= /Я+(а,

+
= / %+{u*)f {u*)dx,

t t

означающие единственность минимизирующего (2.1) регулятора и'+.
Теорема доказана. Поскольку Х+ Ф 1, и'+ субоптимальный регу-

лятор [3 ] системы (1.4) на С°.
Замкнем систему (1.1), (1.2) с плоскостью цели Q субоптимальным,

стабилизирующим ее локально при Va е4 регулятором u+(t, х, а):
х‘=Ф (t,x,a), O, х(Я'о), {x=x{t, g, а), аеЛ), (2.3)

а’= o, Q = {x|x'—o} {и+=и'
+

Д, |Д, х, а), а), Ф= F{t,x,u+)),

j+{t0 , Хо, а) =
V

= J{to,Xo\u+) = / Фо(т, х, а)дх{Фо=Ро{х, х, и+), t l = Ti{to,xo,a)=£ti),
to
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xo=x\t0 ] =x{to, |o, a), x'i=x'[t i]=o{tl=mint* : lim/[/] =O, W-0),
0 lo eö'o, \y'o\ : lim y'[t]=

= 0,
Для (2.3) рассмотрим минимизацию /+ по а при фиксированных tO , х0

и условиях фсД*) = х'а =o(а= 1, т0 Ш\ п) , что эквивалентно
выбору и+

° наилучшего по (1.2) субоптимального регулятора (1.1),
порожденного Я.+, S+ из классов (2.1), (2.2). Введем гамильтониан [ 4 - 6 ]

и обозначения
= z={x*, а*)*, 2=(Ф*, 0)*, ф=(фл)*, (2.4)

Ф= (Р*, в^)*, p={Pi)*, 0=(0m)* {i=l,n, m=\,N, k=\,n+N).
Из (2.3), (2.4) имеем необходимые условия оптимальности

Рсс(Т’о) =v«, l y==.yad4>a/dz\t=TOi ,j=m o+\, n+N), (2.5)

ХоФо (ТО . *O[ ГO J , flO) +va Oa ( 7*, x° [T* ]
, 0°) = 0 ( G l 4=Г.о=O, а=Тдлo)

,

/ (dg7da°|x = xO
, p =p°)dr=o (0‘ = dG/da°) ,

ГТI 0
-1 1

где x°[/], p°[f], T\° T\{to, xO , a°) соответствующие а0 траектория,
импульс и момент примыкания (2.3), для которых имеем

dx°/dt=(D{t, х°, a 0), dp°/dt= —dgjdx0
, 0‘ — dg/da°{a°=opt а),

g{t,x,p,a)=vo<3)o JrP-<l>, х°[А)] =Хо, х'°[Т°l ]=O, O =fixconst^o.

При этом (vo,'Va)* :7t O, Оф (vo, Ф*)* C[t o, 7°) (a=l,mo).

3. Пример. Рассмотрим субоптимальный синтез системы

x-=f{x,u), f{o,o), x={Xi)*f аЯ=(х o)*, (3.1)

dxl /dt=f l {x, и), i=\,n, j= I, a=tii-{-\,n,

u={us)*, Q= v(au) =av{u),

a^o(v0= const, 5=

v(w) >v(0) =O, иф o, v(w2) v(wi) > (h2 Ui)dv/diii

veC(P), veCi(£’\o), Q= {x|x1 = o}, U ; Итхф] =O,
t~>t* — 0,

J= J fo {x,v)dx-+min (o</ 0 e C(£ nXQ), fo Ci(En\QX&\O))
0 ueö

с агрегатом производящей функцией 5+ = y{x, а) = ah{xx ) вида

y=ah{x'), h (x 1) >/i (0) =O, e{x) Q<h (x 1 ) <A°), (3.2)

o<< const= at < a <a2=const^ oo, h(En '), h e Ci(£n >/0),
he=C{En>)

для вспомогательного критерия /+ с множителем штрафа A,+ (/i,a)



/+= / h+fodx->- s+=min, ai<a<a2 ). (3.3)
0 tieQ

Введем гамильтониан G вспомогательной задачи и обозначения

G= 'kfo{x,v)-\-ag-fi{gE=dh/dx i
, м—■va, v(a) =l, o^v^vo), (3.4)

k (x, v) =g. /1 (X, -va+) =min[g •f1 (x, va) ], a+ {x, v) = argmin[ •],
а

H=hfo{x,y)-\-ak{x, v), P=P{v,x, аД) =. max {v-y H),

v=dHJdv, y=dPJdv, P(0, x, аД+) =O, vO=Q, v+=dPJdvo\h=X+
.

Здесь для и простоты приняты условия
k{x, v+)^— wi (x\a) а^(аи а2 ), o,Сол c= C{o<h^.h°) ),

(3.5)
d2///cM>O, o<v^vo, dHJdvo^O,

Ä+=X+(/i, a): P(0, x, аД+) =0(0C/t^/i0
, ae(ai, a 2)).

Тогда г/ и оптимальный по (3.3) удовлетворяют неравенствам
g-| u==u+ ==a£(x, v+) Д —аш^х 1

, а) (х е{o</г(х1 ) Д/I°= const}, Уа е Л*),
(3.6)

и+ = {dP/dv o \ А,=А,+)а+, а+ =а+(х, v+) (a+=argmin&(x, v, а)). (3.7)
а

Н (v) , Р(ц) строго выпуклы. G имеет в v+ строгий нулевой стацио-
нарный по V минимум при I=у\+, А+ не зависит явно отх. По теореме п. 2
и+ субоптимальный регулятор (3.1), ибо в силу (3.2), (3.4) (3.7)
и+(х,а) х'-стабилизирует (3.1) и минимизирует (3.3) для Хо 1 е
е{o ф 1) =Д0 ДДo}. Из (3.2), (3.4) (3.6), замыкая (3.1) регу-
лятором (3.7), получаем

J[u°] =min /(хоl и) Д/+(а) = f (&{h,a)dh{CD+=aX+X), o</t Д/г°) .

ИЕЙ 0
(3.8)

Пусть задача минимизации J+{a) на {аи а2 ) имеет смысл
ho .

lim/аД (l,a)dlc +oo 3a+= argmin/+ {ск={аи а2)).
г

Условия (2.5) определения оптимального для (3.8) числа а° упроща-
ются

/ (I+-ао dl+/dao)}+~2 dl=o (А+ : Р(o,х,аД+) =0). (3.9)
о

Сравнением /
+ (а°) для решений (3.9) находим а+ и оценку J(иР) Д

Д U{hо, а+).

ЛИТЕРАТУРА
1. Румян ц е в В. В., Прикл. мат. и мех., 34, вып. 3,440—456 (1970).

2- Аоk i, М., In: Optimization methods for large-scale systems, 5 Aggregation, New
York, McGraw Hill Book Company, 1971, p. 191 —232.

3. КейсИ., Изв. АН ЭССР, Физ. Матем., 27, № 3, 274—288 (1978).

2 ENSV ТА Toimetised F* М 2 1979

ШÕ субоптиМальной стабилизаций динамических систем..



114 И. Кейс

4. Болтянский В. Г., Математические методы оптимального управления, М.,
«Наука», 1966, с. 295—300.

5. Моисеев Н. Н., В кн.: Численные методы в теории оптимальных систем, М.,
«Наука», 1071, с. 32—34.

Институт кибернетики Поступила в редакцию
Академии наук Эстонской ССР 29/VI 1978

/. KEIS

DÜNAAMILISTE SÜSTEEMIDE SUBOPTIMAALNE SÜNTEES
PÖÖRD- JA AGREGEERIMISMEETODIL

On esitatud kaks dünaamilise reguleeritava süsteemi stabiliseerimise kriteeriumi, tõesta-
tud suboptimaalse regulaatori u{t,x,a) sünteesi teoreem ning leitud optimaalse agregee-
rimisvektori määramise tingimused.

/. KEIS

ON SUBOPTIMAL STABILIZATION METHOD FOR DYNAMIC SYSTEMS
VIA AGGREGATION AND THE INVERSE-PROBLEM SOLUTION

A new approach is proposed to the application of both Lyapunov functions and
у {t, x, a) -informative variables to suboptimal aggregation of large-scale systems.

As a result, new relaxed controllability and stability conditions are established
in the lemmas 1 and 2 for non-stationary non-linear controllable large-scale dynamic
systems.

A theorem on the synthesis of efficient suboptimal controls u{t,x,a), introduced
via generating potential of the inverse problem and aggregation variables y{t,x,a), is
proposed.

Necessary conditions for the choice of the aggregation vector a, minimizing the per-
formance index, are obtained.

The suboptimal control policy is derived by applying this approach for a special class
of «/-autonomous systems.
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