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ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ ЗАДАННОМУ

ЭЛЛИПСОИДУ

; (Представлена Н. Алумяэ)

Рассмотрим схему наблюдений по регрессионной модели

Уг === хТO-(-Bj , I=l, 2, П, (1)

где случайные величины е г -, i\= 1,2, ... , п, независимы и распреде-
лены по нормальному закону N{ 0,1); m-мерные неслучайные векторы
хь х2,

... ,х п считаются известными, а0 m-мерный неизвестный
наблюдателю неслучайный вектор, п > пг.

Во многих работах [ l_3 ] по оцениванию вектора регрессионной
модели (1) предполагается, что неизвестный вектор 0 лежит в фикси-
рованном эллипсоиде. В настоящей статье строятся оптимальные в
некотором смысле критерии, позволяющие проверить истинность этого
априорного знания.

Для проверки гипотезы Я0 : (0 0 О ) Т А(O 0 О ) г2 против альтер-
нативы К'. (0 0о) тА(O 0 О ) > г2

, где m-мерный вектор 0 О и неотри-
цательно определенная матрица А порядка {m X т) считаются извест-
ными, будем использовать критические области W вида

W{ Т, u) =(Yе R n : (TY+u) TA(TY-f и) > I}, (2)
где YT = {уи у2, ... , у п ), Ти и неслучайные матрица и вектор поряд-
ков {пг'Хп) и m соответственно. Каждому критерию W поставим в
соответствие функцию

’а(Т, u, v) = sup P{W{T, u) (0),
iT \

eeB(v)

p(T , u , ü ). = . infP(^( T , u ) | 9 ), v>Ty
oeS(r)

где 5(o) сфера {0 eRm :(0 0 O ) T A(O 0 O) —■ v 2}, a P{W{T,u) |0)
вероятность попадания вектора Y в критическую область W. Таким

образом, с помощью функции у(Т, u, v) мы произвели факторизацию
класса гипотез и класса альтернатив и получили некоторую аналогию
задачи проверки гипотезы об одномерном параметре v, в которой
у(Т, u, V ) функция мощности критерия W{ Т, и).

Введем в рассмотрение множество Na, состоящее из критериев W
вида (2) таких, что
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max y(T, u, u).= a,
v^r

t: e. W{T, u) e Na , если наибольшая ошибка первого рода критерия
W(Т, и) равна а.
Теорема 1. Пусть А = ХТ Х положительно определенная матрица,
Х= (xj ix2 |-- -1 х„). Тогда в классе Na критерий WQ , которому соот-
ветствуют Т 0 = ?о(Х тХ) -1Хт и и0 ~ —Т оХO о,

где t 0 выбирается из усло-
вия у (Т O , Uq, г) = а, является равномерно наиболее мощным, т. е.

inf а(Т, и, и).= а(То, иO , v),
We=Nа (3)

sup р(Т, и, и) =р (Т O, иO, и), v>r.
WseNа

Доказательство. Обозначив через сп нормирующую постоянную
«-мерного нормального закона, перепишем P{W{T, и) 10) в интеграль-
ном виде:

Р (№ (Т, и) 10) =сп / ехр [— (у ХO) т (у ХO )/2]dy.
(Ту+и) т А(Ту+н^l

Вводя новые обозначения G—■ (Х тХ) 1/гТ и (Х тХ) |/г (0 O О) г\, полу-
чим

(4)a(T, u, v)= sup cn /exp(—е те/2 )dt,
т

т] T|=v 2 В

Р(Т, u, v) = inf cn /exp(—е те/2 )de,
т

Т] Т)=l)2 В

где В = {е ge R n : [Ge + GX(X T X)~ 1/2r l + TXO o]T [Ge + GX(X TX)~'^+
+TXoo]^l}.

Из последних равенств в силу леммы 1 [ 4 ] нетрудно видеть, что

inf a (Т, u, V ) —ТХO о, v),
ией™

P(T,u,t>XP(T, — TXOQ, v) ,

откуда следует, что и0 —
—ТХO о является оптимальным значением

вектора и.
Существуют [s ] ортогональные матрицы С ь С2 порядка {п Xп) и

Bi, В2 порядка (m'Xm) такие, что G=В!(Н :От п_т) С г и
(Х Т Х) _1/2ХТ = B 2( Qm,n—m') с2 , где Н диагональная матрица с диа-
гональными элементами О<С h x h 2 hm, l m единичная мат-
рица порядка (m'Xm), От>п- т нулевая матрица порядка
т X {п — т)- Обозначив С CiC2T

, преобразуем (4) к виду

а(Т, иO, v) = sup Рц(Н, N),
ti

T
ti=v2

■p(T,Ua.o)= inf Pt,(H, N),
T

T) Tl=u2

где P TI (H,N)=cm / exp(—zT z/2)dz, z m-мерный вектор,
(z+Nt|)

T
H-(z-f Nri)s*l

N=• (Im j Om>n-m) C(lm| Om,n-m) T
, ПуСТЬ ВбКТОр Ц0 ТЭКОВ, ЧТО 0оТ Г]О= Г2
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и Nr]o = (|, 0, ... , 0) т , g< 0. Тогда по лемме 1 * получаем
Р ST)o(Н, N) <Psr]o {h\m, N), S> 1,
Рsno(H. N)>PSTIO (/iI m,N), o<s< 1,

где h > 0 выбрано так, что РТ)O (Н, N) = PT)0 (/ilTn , N). Кроме того, в
силу леммы 2 при h\ > h2 > 0 и с > 1 имеем

N) <PS71o (/l2lm, cN), s>l, (5)
P STio(Mm, N) >PSTl0 (/l2Im, cN), o<s< 1,

где h\, /г2 ис связаны условием

Лю(Mm, N)=P TIo (/l2 l m, cN).
Заметим, что

r]^N T Nrio=rir^C :i<T C*r]o^r| ,Jrio, (6)

где С* квадратная матрица порядка (mXw), занимающая верх-
ний левый угол в ортогональной матрице С. Но неравенства (5) сви-
детельствуют о том, что увеличение нормы вектора Nrjo улучшает каче-
ство критерия и, следовательно, для достижения равенства в (6) необ-
ходимо, чтобы С* ;=• Im.

Окончательно, выбрав С = Iп,1 п , т. е. Ci = С2 , и скаляр h таким, что
Рцо{Ь\щ, Im) = а, мы построили в силу неравенств (5) равномерно наи-
более мощный критерий в смысле (3).
Теорема 2. Пусть А 2 =■ррт

,
р известный m-мерный вектор. Тогда

в классе Na критерий Wu которому соответствуют Tj =tx (Х ТХ)“ 1 ХТ и
Ui = —TiXOo,

где t\ выбирается из условия у(Т ь и ь г) =а, является
равномерно наиболее мощным в смысле (3).
Доказательство. Так же, как и в теореме 1, можно показать,
что для оптимального критерия W\ необходимо, чтобы ртТ 1тХO о +

+ P T u =O. Тогда, вводя обозначения ртТ =sT еR n и 0 0.о =

—г) е R m , получаем

а(Т, иO , и)= sup с п / ехр( —ете/2 )de,
(n

T
p)2=v2 (s

T e+s Т
Тл)2^l

Р(Т, Uo, v)= inf cn J expf—eT e/2 )de.
(+P)2=v 2 (s

T e+s T
Tti)2^l

Сделав замену переменных Be —z= (z b z2, ... , zn ) T
, где В орто-

гональная матрица, первая строка которой s T/ysT s, преобразуем функции
а(Т, u, v) и р(Т, и, и) к виду

2
а (Т, u, v) = sup Ci f exp(—Zi/2)dzi,

(П
1

p) 2 =v2

УТ Ts s+s Xr]) 25*l

2
p(T, u, v)— inf Ci f exp(—zi/2)dzi.

(П Т
P) 2=v 2

VT Ts s+s Xri)2^i

* Формулировка и доказательство лемм приведены в конце статьи,
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Заметим, что существует скаляр у<= R 1 такой, что вектор s 0 = Т0тр
удовлетворяет уравнению

sJX=ypT , (7)

в противном случае sup (sJXr]) =oo и а(Т, uO , v) \=- 1, что проти-
(Г| p)2=-ü 2

воречит условию W е Na . Общий вид решения уравнения (7) относи-
тельно s. 0 принимает вид [ б ]

sо=у[Х(Х тХ) -Iр4- (1 п (Х(ХТ Х) _1 ХТ ) L], (8)

где L произвольный вектор из R n . Используя обозначения теоремы 1,
получаем

PTI (H,N):=P I (sTso. sTXp/y^f,
где

sTSo= Y2 [PT (XTX)-ip+LT(ln - Х(ХТХ)-*ХТ ) L]

и
sJXp= Yrl+(Y— l)LT Xr].

Из леммы 2 следует, что для оптимального критерия надо взять
L= О е Rm

, что и доказывает теорему.
Лемма 1. Пусть h 2 > /гь а Н, диагональная матрица порядка
{tn X tn) с диагональными элементами h, h, h3, ... , h m,

где h выбрано
так, что Рт]„(Н, N) :=•Р Т)о (Н ь N). Тогда

PSTIO (H, N) <PSTll (H 1, N), s> 1,
P STIO (H, N)>PS,O (H I ,N), o<s< 1.

Доказательство. Достаточно показать, что из равенства
P SoTIo ( Н, N) = PSoTlo (Н ь N) для некоторого 5 0 > 0 следует

[d (Р®лв (Н, N)Ms]/s=So < [d{Psr]o { Нь N )/ds]/s=So .

По определению
тп

[d(P STIO (H, N)/ds]/ s=So!=—Cmi I exp {— jjj z2J2
z<=J(H 2 ) i>=2

{z l Sol) 2/2){z l—Sol)dz,

где /(H2 ) —(ze R m : zT H 2z I}. Из (9) с помощью несложного пре-
образования получаем

[d(P e4o (H, N)Jds]f s=s„’= so^2PsoTio(H, N)-c4X
m

X f exp(—^z2 /2) [exp(—(s z 1 ) 2/2)+exp(—(s o^-(-Zi) 2/2)]X
7еТ(Н2)р|{2еЛт i=2.

X^ith(so^Zi) dzi dz2 ... dzm,

где!Ь(и) = ( ev e~v )/(e~v -j- e v ) , v P l , Выписывая аналогичным об-
разом jX(PST)0 (H } , N )/dsys==So , находим
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m

c™[d(P5,,.(H,N)-Ps% (HbN))/ds]/ s=s.= f ехр(-2й/2)Х
zgžF(\F\ i=2

X [exp ( (so| 2i) a/2) +exp( (sošrfzi) 2/2) ]X
(10)

m

Xzith(so|2i)rfz / exp(—^Jz 2 /2) [exp(— —2i)V2)i+
z^Fl\sF0 i=2

j+exp( (sog+Zi) a/2) ] zi th (so|zi) rfz,

где
fo=/(H2)n(ze^:zl >o},

Очевидно, что если (z'b z'2, ,
z'm ) <=F 0\F U a (z/', z2", ... , zm") (=

e РДРо, то z'] > z/'. Но функция Zi th (s o|zi) убывает no Zi > 0, сле-
довательно, выражение (10) не положительно, что и доказывает
лемму 1.
Лемма 2. Пусть P{t,r\) <— J ехр(—zT z/2)dz, где

zeK(f,ri)

K{t, ri) =(ze Rm : /2 (z+r]) T (z-|-ri) I}, r\^R m .

Выберем po = (Ao, 0, . ..,0) <= R m
, тц (/ib 0, ... , 0) <= R m

,

0 > h { >h0 и 0 < to <. ti так, что P{t o, r)o) = P{U, rii). Тогда

P{to, sr]o)>P(ti , srii), s> 1,

P{to, sr[o) sr]i), o<S<l.

Доказательство. Достаточно показать, что из равенства
Р(Мотю) s orii) для некоторого s 0 > 0 следует

(Р {to, ST]o) ) A/s]/s==So > [с?(Р {tl, srii) )Jds]fs=Sl . (11)

По определению P{t,r\) для i = 0, 1 имеем

srii))/ds]/e=eo =—Äi / exp(—zTz/2)Zidz, (12)
zeMt

где Mi —(zi= Pm ; 2 (z -f- sorp: ) T (z -f- sorii) I}. Используя разложе-
ние Mi {Mi \(M,-i П M<)} U (Мг П И формулу ( 12) , ПОЛучаеМ

[d{P{tu sr\i)~P{to,sr]o))/ds]s=so ={ho hl ) f ехр( —zT z/2)zldz+
(13)

4-/io / ехр( —zT z/2 )zydz —hi f exp(—zT z)/2)zidz.
zeMo\v(Mof|M 1

) zeJVfWflM^
Поскольку hi >ha и P(fo,

5 0т]о) = Sorji), т0 если iz'u z'2, ...,

z'm) a (Zi", z 2", ... , zm") е/И,\{МO ПД}, то, оче-
видно, z'i > Zi". Используя этот факт и теорему о среднем, легко полу-
чаем, что первое слагаемое в (13), а также разность двух других члб’
ное в (13) отрицательны, что и доказывает лемму 2,
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V. OLMAN

LINEAARSE MUDELI PARAMEETRI ANTUD ELLIPSOIDI
KUULUMISE HÜPOTEESI KONTROLL

On kontrollitud lineaarse regressioonimudeli parameetri 0 kohta püstitatud hüpoteesi
H o :{Q 0 O ) TA(O 0 o)^r2 õigsust. Maatriksi A kahe erikuju korral on leitud line-
aarsete statistikutega tsentreeritavate ellipsoidide hulgast kõige suurema võimsusega
kriitiline piirkond.

V. OLMAN

TESTING OF THE HYPOTHESIS OF LINEAR REGRESSION PARAMETER
BELONGING TO FIXED ELLIPSOID

Linear regression model £Y=X9 with independent errors in observations is considered.
Statistical hypothesis H 0 :(0 0o) TA (0 0o)^~r2 is tested against alternative К :
:(0 0 O) T A(O 0 O) >r 2, where matrix A and vector 0o are fixed. The maximal
risk over surface (0 0 O ) T A (0 0 o )=u2 is taken as error of first kind for
and as error of second kind for v>r. The ellipsoids centered by linear statistics
of observations are investigated as critical regions. For two special cases of matrix A
the uniformly most powerful tests are constructed.
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