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Для приближенного вычисления определенного интеграла от функции
f0 (х) возможен следующий путь [ l_2 ]. Среди множества квадратурных
формул определенного вида выбираем ту, которая в некотором смысле
является наилучшей на множестве Я функций /(х), содержащем за-
данную функцию fo(x). Интеграл от f0 (x) считаем по выбранной наи-
лучшей формуле.

Пусть г, п, М, 1 q оо заданы, WrL q множество всех функций
f{x), которые на отрезке [O, 1] имеют абсолютно непрерывную произ-
водную порядка г — 1 и удовлетворяют условию

Для заданной функции а(х) через Wra(X )Lq обозначим множество всех
непрерывных на [o,l] функций f{x) таких, что |(а(х))е1Г|,l9.

Через х*, А* {k =l, ... ,п) обозначим узлы и веса наилучшей
[ 2 ] на множестве W rLq формулы вида

где 0 X] <х2<.. . < хп 1. Другими словами, будем считать
числа Xh=Xk, Ak —Ah {k=\, ... ,п) выбранными из условия, чтобы

имело наименьшее значение.
Существенно отметить, что числа (х*, Л*} не зависят от вели-

чины М и для ряда значений г известны [2 ].

Будем считать, что заданная функция q(x) суммируема на [o,l]
и такова, что функция
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1
где v= f Q{t)dt, монотонно возрастает на [o,l]. Через Л(х) обозначим

о
функцию, обратную на [o,l] к функции ср(х). Например, если q(x) =
= х то Х(х) = х2

, а для е(х) = [х(1 —х) ]-,/2 легко подсчитать, что

Я,(х) =sin 2l(—-x j.

T. e. формула (2) с наименьшим значением величины

имеет узлы, веса

и оценку остатка

Доказательство. Пусть f{x) непрерывна на [o,l], Ff{x) =

= f{X{x)). Тогда, учитывая обозначения (в том числе и (1)), имеем

Очевидно, здесь

С другой стороны, пусть p(x) произвольная функция нз WrLq, а
у(х) = р(ф(х)). Тогда у(х)е Wl {x)L q .

Кроме того,

Отсюда получаем, что наилучшая на множестве WI( X)Eq формула (4)

Теорема. Наилучшая на WI( X)Lq формула вида

fQ(x)f(x)dx= B kf{th)+En {f) (o<fi<*2< ... (2)
О k— l

Еп = sup \E n {f)\,
/ew.r , ,LX{x) q

th =l(x*k ), Bk =vA*h (Лг= 1,2, .. ~ n)

En=v inf sup \Rn {f)\. (3)
f^w

r
L q

J q{x)f(x) dx =vfF f (x) dx=\2J AkFf (.xh ) +vßn (Ft). (4)
0 0 /I=l

sup \Rn(Ff) [С sup \Rn{f)\. (5)
wmLq **wTL q

Rn (Fy) =Jу {X(х)) dx 2 Ak y (X(xh ) )=f \x (x) dx
0 k=i 0

n

Ah(T (Xft ) =R n (p).
h=1

Поэтому
sup \Rn{f)\< sup I /?тг (Z7/) I - (6)

fewTb q feEWmLq

Из формул (5) и (6) следует, что

sup \R n {Fj) j = sup I /?„(/)].

feW4X)
Lq f^wrLq
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имеет узлы и веса х* , Л* (k =l, ...

,
п), аее оценка совпадает

с оценкой (3) *

Поскольку для формулы (4) являются
формулами вида (2). И обратно, так как каждому значению (е [O, 1]
соответствует значение х е [o,l] такое, что t = Х{х), каждая форму-
ла (2) является формулой вида (4). Следовательно, множества фор-
мул (2) и (4) совпадают, но тогда наилучшая на Wl{X )Lq формула
(2) совпадает с наилучшей на этом же множестве функций формулой
(4). Теорема доказана.

Из этой теоремы, например, следует, что при q(x) — [х(l — х) ]~' /г
наилучшая формула (2) на множестве непрерывных на [o,l] функций
f (х) таких, что f^sin2‘~'X^j^.WrLq, имеет вид

(7)

Замечание. Вышедоказанная теорема распространяется и на слу-
чай, когда рассматриваются квадратурные формулы, использующие
производные подынтегральной функции, а также на формулы с частич-
но (или полностью) фиксированными узлами.
Пример. Приведем результаты вычисления интеграла

1

f —

arctg£- dx= 1.3417069 по формуле (7) для случая г = 2, q = oo;
О У*(l х)

Значение Ошибка \E n {f)\интеграла по (7) 1

4 1,3405 0,0012
8 1,34156 0,00015

16 1,341689 0,000017
32 1,3417047 0,0000022
64 1,34170665 0,0000003
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