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Одним из методов решения краевой задачи является следующий. Крае-
вая задача сводится к интегральному уравнению, в котором интеграл
вычисляется приближенно по некоторой квадратурной формуле. В по-
лученном приближенном уравнении аргументам придаются значения
узлов квадратурной формулы, что приводит к приближенной системе
уравнений относительно значений искомой функции в рассматриваемых
узлах. Функция восстанавливается из полученных решений этой систе-
мы jl-4 ].

Поскольку ядро интегрального уравнения (соответствующего крае-
вой задаче) часто не обладает хорошими дифференциальными свойства-
ми, оказывается полезным в случае приближенного решения этого урав-
нения использовать наилучшие на соответствующих множествах функ-
ций квадратурные формулы [®]. Проиллюстрируем это утверждение на
примерах.

Рассмотрим в области D= {(х,у) : 0 х, у 1} задачу

(1)

для которой существование решения предполагается, а функции ф (х,у),
h{x,y) считаем в D непрерывными. Если ввести в рассмотрение функ-
цию Грина
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'~dtfdyZ Z (Xt У ) =ф (*’ +M*. #) Z ( X ’ #)
’

z(o,y) =2(1, г/) = z(*, 0) =z{x, 1) =O,

1’ * \t{s— 1), S^t,
то задача (1) может быть записана в виде

11
г{х,у) =// G(x, t) G {у, u)l{t, u)z{t, u)dtdu+<pi{x,y), (2)

о 0
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где

Пусть

Вычисляя в (2) двойной интеграл по повторной нанлучшей на мно-
жестве W2oiL 2 квадратурной формуле [ G ] и придавая аргументам х, у
значения узлов (3), получаем систему для нахождения приближенных
значений искомой функции z в узлах {Xi, у j) :

Восстанавливая приближенно функцию z{x,y) по решениям этой си-
стемы, получаем

Ошибка этой формулы может быть выписана известными методами
Г 1 ’ 2 ]-

Пример 1. Найти решение задачи (1) при ф(х, у)
= (х* х2 ) (у3 у)\-{- \2у{6х2 —l), I{х,у) =—l в точках (0,2327;
0,3497), (0,4063; 0,7829), (0,2547; 0,8064). Эти точки выбраны случайным
образом.

Решение по формуле (4) при тп =B, п= 7 и сравнение с точным
решением дано в табл. 1.

1 1
ф1 (х,у) =ff G{x, t) G{y, u)q{t, u)dt du.

о 0

Xi=2hty —+/—I ), */j=2g(]/y4-/ —1 )
' (i=l, .... m; /— l, ..., n),

Aij=4hg {i=2, m— 1; j=2, n— 1),

A l j—Amj=Au=Ain= 2gh - h 1

(t=2, m 1; /= 2, n— 1),

Ац =Ain =Ami =A mn 1 -f- ~|/"4^)
/г= j/-^—\-m — l)" 1

, £=oд(.2]А|-+д- 1 )
_1

.

771 71

z{Xk, Iji) =qji {xh , yi)+ 2J 2J A iA (Xi, tjj) G (,xh , Xi) G (ylt yf) z (x i} yf)
i=l j— l

{k—\, ..., m; /= 1, ..., /г) .

ш n
z {x, у) «ф1 (X, y)+2J 2J Aij%{Xi, уj) G {X, Xi) G {у, уj) z (x iy yj) . (4)

i= 1 j=l

Таблица /

X У
г (решение

по (4))
Точное

значение
2

Относитель-
ная ошибка, %

0,2327 0,3497 0,015638 0,015723 0,54
0,4063 0,7829 0,041843 0,041771 0,18
0,2547 0,8064 0,017018 0,017110 0,55
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Для сравнения в табл. 2 приведены результаты решения этой же за-
дачи при тех же тп и п по формуле типа (4), получаемой из (2) повтор-
ным применением формулы трапеций (метод, предлагаемый в [4 ]):

Пример 2. Найти решение задачи (1) при ф(х, у) =

= (х2 4-у)(х5 —х) (у3 и) 4-120л:3г/, 7(х, у) = —
(х2 4- у) в точках

(0,2327; 0,3497), (0,4063; 0,7829), (0,3239; 0,5136).
Решения при условиях предыдущего примера по формуле (4) и

формуле типа (4) получаемой с помощью формулы трапеций, даны
соответственно в табл. 3 и 4:

Видим, что применение наилучшей квадратурной формулы дает зна-
чительно более точные результаты, чем использование формулы тра-
пеций.

Совершенно также наилучшие квадратурные формулы могут быть
применены н при решении уравнений более высоких порядков, чем в
задаче (1).
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Таблица 2

У
Относитель-

X Z ная ошибка, %

0,2327 0,3497 0,015124 3,8
0,4063 0,7829 0,039954 4,4
0,2547 0,8064 0,016304 4,8

Таблица 3

X У
z (решение Точное Относитель-

по (4)) значение г ная ошибка, %

0,2327 0,3497 0,071266 0,071221 0,065
0,4063 0,7829 0,119767 0,119775 0,0067
0,3239 0,5136 0,121647 0,121122 0,44

Таблица 4

У
Отиоситель-

X Z ная ошибка, %

0,2327 0,3497 0,069231 2,8
0,4063 0,7829 0,114355 4,6
0,3239 0,5136 0,118024 2,6
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