
УДК 62-501

Р. ТЕИНО

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ
СО СЛУЧАЙНЫМ ДРЕЙФОМ ПАРАМЕТРОВ

Адаптация модели к изменениям свойств промышленных объектов важная для
практики задача. В зависимости от наличия или отсутствия прогноза дрейфа воз-
можны два подхода к решению задачи. Алгоритм, разработанный в [ 1 ], предполагает
детерминированный характер дрейфа и является весьма чувствительным к точности
задания траектории [2 ]. Однако дрейф промышленных объектов имеет, как правило,
стохастический характер. В данной статье выводится новый алгоритм адаптации
модели объекта к дрейфу с заданными вероятностными закономерностями,

1. Постановка задачи

Пусть интересующий нас объект описывается в дискретные моменты
времени t —0, 1, ...

, п, ... линейным по параметрам уравнением

где vn,
zn и ß n выход, векторы входа и коэффициентов объекта в

момент времени п соответственно. Последовательность {ßj рассматри-
вается как пространственно независимый, обобщенно-стационарный
временной ряд, описываемый в момент времени п параметрической мо-
делью [3 ] вида

(2)

Здесь p, безусловное среднее временного ряда; ß n_i(l) прогноз
дрейфа с момента п — Iна один шаг вперед; а п гауссов белый шум
в момент п с нулевым средним и дисперсией D; 0V и cpv матрицы
параметров оператора скользящего среднего @(ß) порядка q и неста-
ционарного оператора авторегрессии ф(0) порядка I при сдвиге назад
на V. Применяемые нами матрицы параметров jtv и ЧА, являются эле-
ментами операторов

Допускается, что ошибка измерения выхода hn обладает свойством
аддитивности с неизменным нормальным распределением
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ü »=2,Tß„. (1)

ßn=Bn+n» Bn=-Bn-i(l)+an ,

i ~ q

Bn—l (1) == фЧфп—'V ©vCtn—V-
V=l V=l

jt(ß)=<p-i(ß)0(£), XV {В)=л-I {В). (3)

yn =vn -\-hn , hn ~Ni{o,r)' (4)
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Величины hn, zn иßn принимаются попарно-независимыми. Квадратич-
ная функция потерь выбирается в виде

где b n условная оценка вектора истинных параметров ß n в текущий
момент времени.

Ставится задача синтеза оптимального в смысле минимума полного
риска

(6)

алгоритма оценки неизвестных дрейфующих параметров при ограниче-
нии, задаваемом его физической реализуемостью.

2. Алгоритм оценки дрейфующих параметров объекта

Согласно факторизационному критерию [4 ], прогноз дрейфа Bn-i(l)
является достаточной статистикой параметра ß n в момент п — l. По-
ступлением текущих наблюдений от входа и выхода объекта прогноз
ß n_i(l) уточняется. Таким образом, полный риск предсказания пара-
метров объекта выражается в виде

где P(-) безусловное распределение величин yn ,
zn и ß n_i(l);

P{’/’) ■— условное распределение векторов b n иßn при фиксированных
уп, Zn, Bn-i(l); fi(-) область интегрирования по bn , B n, у п ,

zn и
Bn-l (1)•

Нетрудно показать, что найденная минимизацией функционала (7)
оценка параметров объекта

(8)
имеет ряд оптимальных свойств (несмещенность, достаточность, эффек-
тивность н т. д.) и простой алгоритм вычисления. Однако оценка эта
физически не реализуема, поскольку данные о предыстории дрейфа
Bn-ь Bn—2) ... , необходимые для вычисления прогноза B n-i(l), как
правило, Отсутствуют.

Чтобы получить реализуемую стратегию, вместо прогноза реальной
предыстории Bn-i(l) следует использовать его оценку b n- i(l), найден-
ную с помощью оценок дрейфа на предыдущих тактах

(9)

где bp , ар определенным образом восстановленные начальные усло-
вия разностного уравнения (см. раздел 3), а затем произвести допол-
нительное усреднение в (7) по разности B n-i(l) — bn-i(l), состоящей
из двух компонент; ошибки обучения Дп° б и ошибки отслеживания

W(b„,ßn) = [bn - ß„] T [b„-ß„], (5)

R=M{2W{b n,M}
n=o

N
R= ]>J J W{bn, fin)P{bn, snjyn , Zn, fin-l(\))P{yn, Zn, Bn-l(l))rfß, (7)

n=o Q(-)

Ьп Ьп {tjn 1 ~n, Bn— l (I ) )

I ~ q
bn —1( 1 ) = Si*! (p\bn—V S ©vßn—V~h (-1)

V==l V=l

.

=

Ibl, t< 0,
_

/ af, i<o.
1 lbi+ц, sO, a‘ \ bt-bt-i(l), t^O,
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A n OT . Первую порождает неопределенность начальных условий b t H
, a t H

{t <С 0), а "вторую неточное отслеживание дрейфа на предыдущих
тактах.

Записав полученный в результате искажения. B n-i(l) ошибкой А п ° б

вектор прогноза в виде

(10)

определим суммарную ошибку

Согласно выражению (7), усреднение риска R по ошибкам (11) дает

В Приложении доказывается, что алгоритм оценки дрейфующих пара-
метров объекта, минимизирующий полный риск (12), имеет вид

(13)

Здесь b t-\{ 1) оценка параметра ßi с момента t — I,на один шаг впе-
ред, определяемая формулами (9); Tt шаг коррекции; Kt и D t
дисперсии оценок bt-\{ 1) и b t \ Dt° 6 и D t 0T дисперсии ошибок обуче-
ния и отслеживания соответственно. Dt 0 6 определяется по формуле
(П 12).

В силу неетационарпости объекта шаг коррекции параметров, а
также дисперсия ошибок отслеживания к нулю не стремятся. Диспер-
сия же ошибок обучения по мере устранения начальной неопределен-
ности, напротив, приближается к нулю. В зависимости от степени зна-
чимости ошибок обучения по сравнению с ошибками отслеживания ра-
бота алгоритма разделяется на два режима обучения и отслежива-
ния. Иногда в связи с кратковременностью режима обучения и отсут-
ствием требования оптимальности работы алгоритма разумно начиная
с первых тактов отказаться от точного учета ценности априорной ин-
формации и применить для расчета упрощенные формулы в пределе
Dt06 =O.

Ьп-1(1) = i; «p.ftS-v - 2 ®va°„-v,
V=l v=i

об _{bf, t<o, об faf. /<O,
* Ißt, löoö _ ftoeji), *^o,

д„=д°б+д“т
=р„_, (1 )—Ьп-1 ) =

= [Рп-*(1)з4Л(1)] +[Л(1)-6»- 1(1)]. (И)

N frR = 2J S W(bn, ß n )P{bn, Bn, Bn-1 ( 1) . bn- 1 (1 ) lyny Zn, bn- 1(1) ) X
n=o Q{b n, ß„, Bn-i(l),

{bn l(l), у n, b n 1 ( I ) )

XP(yn,z n,bn- l {\))dQ. (12)

b t =bt- 1 (1) +Г*гг [уг Ztbt-i (1) ],

от
_

об
Kt ==D-\-Dt -j -Dt ,

DT 2j яvD t- vnv ,
V=l

Dt =rFt, t— o, 1,2,....
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3. Восстановление начальных условий

При точном задании начальных условий [bt H\= B*, t = [—/, —l]},
{a tn =щ, t=[—q, —l]} режим обучения в работе алгоритма отсут-
ствует. В практике такая ситуация не реальна, т. е. надобность в ра-
зумном выборе начальных условий существует всегда.

Импульсы белого шума предсказать нельзя, поэтому априорные
оценки {ар 1

, tt—q,[ —q, •—l]} приравниваются к их безусловным мате-
матическим ожиданиям

Априорные значения дрейфующих коэффициентов {bt H
, t=[—/, —l]}

могут также восстанавливаться приравниванием к безусловному мате-
матическому ожиданию временного ряда (ßj

Достоинством такого приближения является отсутствие надобности в
наблюдениях по оцениванию начальных условий, недостатком гру-
бость оценок, если дрейф по характеру близок к нестационарному про-
цессу.

4. Пример

Продемонстрируем адаптацию модели на одномерном имитационном
объекте со спецификацией

На рис. 1 и 2 непрерывными линиями изображены реализации дрейфа
наклона {ßi*, =O,. .. , 50} и аддитивного шума {ß o<, t—o, . .. , 50}.
Соответствующие оценки параметров, найденные с помощью алгоритма
(13), показаны пунктирными линиями.

Проведенный статистический анализ неувязок

не обнаружил значимого отклонения выборочного среднего от нуля и
временной корреляции между неувязками. Несмотря на сравнительно
высокий уровень шумов, алгоритм успешно отслеживает стохастически
дрейфующие коэффициенты, что недостижимо другими известными ме-
тодами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вывод алгоритма оценки дрейфующих параметров объекта

Полный риск предсказания параметров объекта R выражается через
сумму удельных рисков R n :

(П1)

af=Al{a*}.=o. (14)

bl=M{Pt) = ii. (15)

yt Boi4-Z«ß«+Äf,

Boi=—O,sßoj-i 0,5a0f-ii+,aoi+2,
Bif= o,7ßi*_i-J-ai*;-f-1, (16)

hu ait~Ni{o,oAs), aot'-'Ni (0,0.25),

et = vt zt bt (17)

Ä=M{ijir(bn,ßn)} = i;M{H7(&„,ß„)} = 2r„,n=o n=o n=o
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Рис. 1. Дрейф параметра наклона ßu и его оценка b\t

Рис. 2. Дрейф аддитивного шума B o i и его оценка bot-

где R n, согласно (12), имеет вид

Применение теоремы умножения вероятностей ко второму сомножителю
подынтегрального выражения дает

Rn= JW{bn, ?>n)Pl{bn, Bn, Bn-l(l), 6n-l(l)/*/n,Zn, &«-l(l))X
XPo{yn,zn ,bn-i{l))dQ. (П2)
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Первый сомножитель (ПЗ) решающее правило, второй может быть
представлен с помощью формулы Байеса следующим образом;

Последнее, согласно условиям задачи, упрощается

Комбинируя промежуточные выкладки, получаем

Дальнейшая конкретизация (П7) возможна после исследования оши-
бок обучения и отслеживания.

Ошибки обучения. Пусть выбором начальных условий обеспе-
чивается соблюдение следующих предпосылок:

(П8)

которые не являются жесткими и выполняются, например, при выборе
априорных оценок по формулам (14) и (15). Нетрудно показать, что
в таком случае

(П9)

Пропуская несложные, но громоздкие преобразования и привлекая ме-
тод математической индукции, выразим ошибку обучения в текущий
момент через начальные условия (для случая I = q):

где

Pi (•) = Г {b n/y n , Zn, b n - i (1) ) P2 (ß«, —1 (1), Ьп-1 (1) !уп, Zn, bn-l (1) ) . (ПЗ)

„ , ч
Р {Уп, Zn, bji-l(l)/ßn, ßn~l(l), bn-i{\ ) )P (Bn, Bn-i(I), b n -l{l) )

Pzi’)- p-7-т '
) (П4)

Ы-) =

p(y«/z»,ß„)P(ß„/ß„-,(i))/) (ß„-,(i)/ö°r
: t (i))P(&°° 1 (i)/6n - 1(i)) ,n ,.

=~ m (П5)

Rn= f XnT(b n/yn,Zn,b n- i (l))dQ, (П6)
Щуп,ь я )

K„= f W(b„,s„)P(ynlzn, ßn )P(P»/ßn-i (l))/> (Bn-l(l)/6n-l(l))X
Q(ß.,ß.-,(l)Xli(l))

XP(bn-t (l)lbn- l (l))dQ.

(ан)’->= {°’
Н

а»-а,~ЛГэ (O.ЛГ(),

M{[bf- B f ] [6f- B,s] T} =Pfe , ftf- ß*~tf B (0, />?,).

,* oo

v=o
В силу (10) и (11) справедливо

А7l° = ф V (ön-v Bn-v) 0v (ö?-v an _v) .
Л’—l V=l

О R T.T

An =2Vn{t)A-u (ПЮ)
t= l

А-* = ф* (6ff B_*) ©г (fl-* et-*),



Идентификация объектов со случайным дрейфом 165

0,1 нулевая и единичная матрица соответственно.
Очевидно, что ошибки обучения на п-м такте обладают свойством не-
смещенности

и распределены согласно (П8) и (П10) по нормальному закону рас
пределения

(Пl3)

Ошибки отслеживания. Доказуемо, что найденные с помощью
алгоритма (13) оценки b t некоррелированы во времени

и распределены по нормальному закону с несмещенным средним

Поэтому из (И), (Пl4) и (Пl5) следует, что ошибки отслеживания
на п-м такте несмещенные

(Пl6)

имеют ковариацию

и распределены по нормальному закону распределения
(П18)

Уравнение (П7) может быть конкретизировано с учетом свойств оши-
бок и условий задачи. Получим

'О, п< О,
I, п = О,

vn {t)= 2QsVn-.it)> или t=q,
S— l

q-t

I J£@sVn-s{t), n<q и t=£q,
i, S= 1

M {A°„6 } = 2 MoM{4",}=o, (П11)
t=l

имеют ковариацию

D°f=M{(4°f) (Д°6 ) т}= JjКпОЩОЩ (4“.) T }'/T.( S ) =

s,t=i

= 2^(o[<р(^l^п (*) + тЩ’(/) (Пl2)
s,t= l f=l

Д“ б ~жэ (o, D°f).

s -B.s] T }=o V Bфl, s,t= o, 1, ... (Пl4)

6(~ЛГЭ (Р, ,£>,). D, =rT t . (Пl5)

м{аГ }= i;^M{6^v-fen-.}=o,
V=l

Z)0T =M{ (ДОТ) (ДOТ)Т\ _ У] п^М{\Ь0& —Ь J Г Ьоб _Ь ]тя т\
_

и *• v п ' 4 п ' } *■ L П—V П—V J L П —V п—V J

V=l

'= S ЛуРп-уПу (Пl7)
V=l

:Д OТ
~AUO,Z) OT).

7i 4 ?г 7
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где э:— размерность объекта.
Решающее правило на я N-ш такте следовало бы определить из

условия минимума удельного риска R n=N, но в силу регулярности опти-
мальной байесовской стратегии [s ], оно определяется из условия мини-
мума функционала (Пl9).

Решение интеграла (Пl9), согласно [6 ], выражается в виде

В результате минимизации последнего получим правило уточнения
оценок на (я = N)-u такте

Нетрудно видеть, что рассматриваемая система нейтральна, поскольку

(П22)

где x n
* минимальное значение функции (П2O) по Ь п, поэтому алго-

ритм уточнения (П2l) во времени t=o, 1, .., ,п, .. . не изменяет-
ся [s ].
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сю oo с»

Кп С-'д ff f [bn—M r [bn — Bn] expI [ßn Bn-1 (1 ) ] TZ) -1X
—oo ■—oo —oo

1 * T 1 nR ОТX[Pn-ß«-i(l)];—2^^,-Znßn] 2 )-‘X

.
(Пl9)

X[ßn-,(I)- b°l, (1)] —— ( 1 )-»n-,(1)] ’ (Dn ).-‘X

X[6«-i (1) - bi-,(1) ] }dß„rfß„_, (1) (1),

c=(2n)*>+'r\D\ \D° 6
\ I DnT I.

Kn= { [bn —En ( Г {Ь п - Л (1 ) (x) -\~KnZn (IJn Znli) ) ] 2+ЕпГКп} X
Xe-,/2 exp| e“ 1(yn Znbn-i (1)) 2 1, (П2O)

T от обгде En == f~\~znK. nZn, Kn =D-\-D n -f-Dn .

b n = b n -. l {\)-\-TnZn {yn Znbn-i(l)), Tn= e~niK n . (П2l)

oo

Rn = fк* dy =| г~ IгК I,J n J n 1 n n 1
—oo
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R. TENNO

JUHUSLIKULT MUUTUVATE PARAMEETRITEGA
OBJEKTIDE IDENTIFITSEERIMINE

Artiklis on käsitletud statistilise otsustusteooria kasutamist objekti juhuslikult ajas muu-
tuvate parameetrite hindamiseks. On analüüsitud juhtu, kus objekti väljund on mõõdetud
aditiivse müraga, ning esitatud mudeli adapteerimise algoritm ja teoreetilisi seisukohti
illustreeriv näide.

R. TENNO

IDENTIFICATION OF PLANTS HAVING STOCHASTIC
TIME-VARYING PARAMETERS

The application of the theory of statistical decisions to problems of estimating stochastic
time-varying parameters of plants is discussed. A case is analysed when the plant output
is measured with a random additive noise. The author proposes an adaption algorithm
of the model. The theoretical! assertions are illustrated by an example.
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