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А. КРЮЧКОВ

О ЗАДАЧЕ ПОГРУЖЕНИЯ ПОЛЕЙ

Л. KRYUCHKOV. ON THE FIELD EMBEDDING PROBLEM
A. KRJUTSKOV. KORPUSTE SISESTAMISE ÜLESANDEST

Пусть дана произвольная задача погружения полей:

где Fi = Gal (f/i!0 ) группа Галуа поля f над f - Обозначим через ®

алгебраическое замыкание f 0 и положим F 2 = Gal (&'/t0) . Рассмотрим
следующую диаграмму из работы [ 1 ]:

Здесь G2 произведение групп Gx и F2 с объединенной фактор-группой
F\, а гомоморфизм ф2 определяется гомоморфизмом q>i обычным обра-
зом. Задачи погружения (1) и (2) разрешимы или нет одновременно,
а задача (2) разрешима тогда и только тогда, когда последовательность
(2) расщепляется, т. е. когда расширение (2) полупрямое. Необходи-
мым условием разрешимости любой задачи погружения является усло-
вие «согласности» Фаддеева—Хассе. Для задачи (2) оно заключается
в существовании с точностью до кограницы такого одномерного коцикла
lg, g е G 2, группы G 2 со значениями в (/Ш) *-множестве регулярных
элементов групповой алгебры Ай, что его ограничение на А есть задан-
ный коцикл, а именно: 1а а~\ а^А.

Пусть теперь для элементов f^F2 выбраны представители JeG2,

ф2 (/) =f, и такие, что \f,= 1g2 . Полагаем, что /г(/ь/2) соответствую-
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щая система факторов. Как показано в [2 ], расщепляемость последова-
тельности (2) равносильна существованию такой функции Xf\F2 -+A,
что

Рассмотрим функцию L g : 02->Л, полагая, по определению, Lg=a~ lLf,
если gt=fa. Заметим, что тогда L—=Lf и La = а~ 1 при ае! Непо-
средственно проверяется, что L g одномерный коцикл. С другой сто-
роны, если такой коцикл существует, тогда имеем

т. е. Mfl » /г) ““LfjL— L— . Значит, нашлась такая функция А,/ =
= что справедливо тождество (3). Следовательно, после-
довательность (2) расщепляется. Сформулируем полученный результат.

Теорема. Разрешимость задачи (2) эквивалентна существованию
такого одномерного коцикла L g группы G 2 с коэффициентами в А, что
L a = а~ х для ае Л.

Замечание. Из определения следует, что если указанный в тео-
реме коцикл Lg существует, то он является системой «согласности» для
задачи (2), так как Поэтому, если условие «согласности»
для задачи (2) выполнено, то дополнительное препятствие для ее раз-
решимости заключается в нахождении системы «согласности» с коэффи-
циентами в более узком, чем (Л®) *-множестве, а именно в Л. Отметим
также, что условие «согласности» и разрешимость задачи (2) эквива-
лентны распадению канонического класса последовательности (2) в
(Л®) * и Л соответственно.

Предположим теперь, что Л нормальный делитель в (Л®)*. Тогда
имеем следующую точную последовательность 02-модулей:

где R = {Ай)*/А. Последовательность (4) определяет точную последо-
вательность одномерных когомологий

Если условие «согласности» выполнено, то определен элемент хиз
Hl (G2 , (/Ш)*). Пусть у = у{х). Из последовательности (5) легко видеть,
что разрешимость задачи (2), а значит, и задачи (1), эквивалентна, в
силу доказанной выше теоремы, равенству нулю элемента у.

Если группа А абелева, то А - нормальный делитель в (Л®)*,
Группа H l {F2,R) вкладывается посредством отображения инфляции в
группу H l {G 2,R) и, в чем легко убедиться, элемент у содержится и в
H'{F2,R). Как показано в [ ! ], в этом случае можно также опустить
поле, а именно:

д А.

пусть R = Нош (R,ü*), А = Нош (Л,®*) и пусть подгруппа С груп-
пы F2 тривиально действует на характеры из Л. Положим D = F 2/C и

1 1, (4)

Я<(o2,Л)^№(С2, (ЛЙ)*)ДЯI(O 2,/?). (5)

h(U,h)=luu mirp, (3)

где >,-/■= (у.)-‘= (Д\,/ 2 )-‘=/ДVV
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подполю инвариантных относительно С элементов Тогда

Покажем, что в абелевом случае препятствие для разрешимости за-
дачи (2), найденное выше, совпадает при выполнении условия «соглас-
ности» с дополнительным условием погружаемости (д. у. п.) Яковле-
ва [ 3 ].

Для этого рассмотрим начало спектральной последовательности
Линдона [ 4 ].

Трансгрессия q в этой размерности является гомоморфизмом, а имен-
но дифференциалом d2 бистепени (2, —1), идущим от базы к слою.

Коцикл 1а = а~ х
, инвариантен под действием G2 , так как

g~ l lgag->g = er 1 = 1а- Покажем, что класс, определяемый коциклом Iа,1а,

переводится посредством q в определяемый коциклом h{fi,f2 ) класс
расширения (2). Как показано в [ 4 ], для этого достаточно найти одно-
мерную коцепь Mg : G2 ->- А такую, у которой ограничение на А совпа-
дало бы с коциклом 1а и öMg (g u g 2) =h* (£ b g2 ) , гдс б кограничный
гомоморфизм, a h*(gi,g2) = h(cp 2 (gi), Возьмем в качестве Mg
функцию, равную or 1, если только g = fa. Тогда Ма 1а = а~ х ,

так как по условию 1_f2 = 1g2 . Пусть теперь gi = f\a x, g 2 = f2a2, g\g2 =

=fif Тогда h*{gu g2 )=h{fu f2 )=fif2
i f if2=azg2

i g^fif 2=

—— asa 2
1 /2 CLi

i f2-'
С другой стороны,

Группа А у нас абелева, следовательно, получаем ÕM (g u g2 ) =

= h*{gu g2 ). Значит, ds ves Mg = c\s la, cls la -i- cls h. Из последова-
тельности (6) вытекает, что cls h = 0 тогда и только тогда, когда суще-
ствует коцикл lg :G2 такой, что 1а = а~ х

. Как показано в [*], ра-
венство cls /г = 0 при выполнении условия «согласности» эквивалентно
д. у. п. Яковлева.
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Я* (Гг. R) Я1(f 2, Horn (Я,Г )) « Я‘(О. Нот (Ä, Ip).

НЦРг,А)-*т(вь А)-*-ННА,А)ъЛ-Н*(Рг,А). (6)

i Mg(gt,g2 )=M 1М“ =

g 2 glg2 gl

= a2
'

asgz 1 aTl gz=a2
i a 3 a2

1 f2
l оф 1 f2a2 .
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