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НАИЛУЧШИЕ KУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ НА МНОЖЕСТВАХ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

В работе используются следующие обозначения;

Bh{x)=B h\x) при хе[o,l) и B*k {x-\-\) =B*k {x) , где Вк{х)—много-
член Бернулли степени k. Числа г, s, т, п 1, 0 Qi <С г{i =

=l,• • • , т), 0 Gh <s{k = 1, ... , п), 1< q < 00, М, Р, Q> О
считаем заданными, р = ql {q — 1),

Через W T
q обозначим множество всех функций f{x,y), которые

имеют при всех вещественных значениях х и у непрерывные производ-
ные j) {x, у) {i —O, ... ,г—l; j —0, ... ,5 —1), кусочно-непрерыв-
ные производные /<г - Я(х, у), fv> ®)(х , у) (/ =O, ... ,s;i = 0, ... ,г)
и удовлетворяют условиям

Рассмотрим задачу нахождения наилучшей [ l-2 ] на множестве
WT

q кубатурной формулы вида

Другими словами, найдем значения узлов (хг-, yk ) и весов Агкц
(i =l, ... ,m;k = 1, ... ,п\j = 0, ...

, q,-; /= 0, ...
, ста) , которые

доставляют наименьшее значение величине
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11 т п р, ст*
// f (х. У) dxdy= LŽJ 2J 2J Aikjif{j ’l) ( х { , yh ) Jr ß mn if) . (2)
0 0 i—l fe=l j=o I=o

11ф(-)11з—[/]ф(;с )19^] 1/9
> 011д=[/Л/(*>#)М*^] 1/9

>

О 0 0

f{x+l,y)=f{x,y-'r \)=f{x,y),
(1)

где

Ф(; ( *) = J7(r' 0) ( *. и) du, (•) = / р.-) (f. •) dt.
о 0

Rmn sup IRran (/)!•
I<swt
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Для решения этой задачи нам потребуются следующие леммы.
Лемма 1. Пусть функции яj(х) (/ = 0, ... , N) линейно незави-

симы в Lp (0,1). Для того чтобы числа а O, ... ,
aN доставляли наи-

меньшее значение величине

при условии a, -f- ... -(- av = 1 (1 v jV, v фиксировано) , необхо-
димо и достаточно, чтобы при некотором р выполнялись равенства

1 N N
/| tKfe(x)|p-I sign( jt] ahnk {x))TCj{x)dx=iij (/=O, ..., N) , (3)
О k=o fe=o

(.ij = р при 1 v, (ij = 0 в остальных случаях, a\ + ...'+ clv = 1.
Доказательство. Необходимость условий (3) сразу следует

из необходимых условий минимума функции Лагранжа L = I —-

РР ia i Н-

•• • flv ■ ■1) •

Докажем достаточность этих условий. Пусть числа ao, •• • , ß/v
удовлетворяют равенствам (3), Ь O , ... ,Ьп произвольные числа,
Ь j + ... 4- by —l. Тогда

T. e. это выражение не зависит от выбора чисел b о, ... , b N; в частности,

Применяя к правой части этого равенства неравенство Гёльдера, полу-
чим неравенство

которое и доказывает достаточность условий (3).
Лемма 2. Пусть {яо(х), , яа (х)} и {а>о(х), ... , юр(х)}

множества линейно независимых в L p {o,l) функций. Для того чтобы
числа aih (i=1,... ,a;k = 1, ... , ß), функции ф(х), aj) (г/) <= L p {o, 1)
доставляли величине

наименьшее значение при условии

необходимо и достаточно, чтобы при некотором X выполнялись равен-
ства \

1 1
ff }F(x, у) jp-1 sign F (x, у) Яг (x) (Ofe (y) dx dy='k ik

о 0
(i=l, a; k=\, ..., ß),

Хг/г =Я, при 1 k s-C V 2; Kih— o в остальных случаях,

V, v 2
Jž aik= 1 ls^v vi, v 2 фиксированы), (5)
г=l k=l

11a ß
J= П\И JS aikni{x)<ük{y)-{-(p (x) (йо{у){у) Ло{х){* dx dy (4)

О О г‘=l fe=l

1 JV 1 JV
f \Žj ak 7th{x)lP f bk nh {x)\P dx,
0 h= o 0 ft=o

1 JV 1 JV JV JV
/ \J£ ahUk {x)\p dx =/ 1 ah nh (x) ф- 1 sign ( ak ш (x) )J£boj (x) dx.
0 ft=o 0 k=o k=o j—o

1 JV JV JV JV
/ 1 2J UkTCh (X) (P- 1 sign (J>J ak Kh (X)) bjTCj (x) dx= 2J biPj=P,
0 ft=0 h=o j=o j=o

1 N
1= f\^ah nk {x)\Pdx

0 k=о
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Доказательство. Существование наименьшего значения вели-
чины (4) при условии (5) следует из относительной слабой компакт-
ности ограниченных множеств в L p {o, 1) при 1 < р < оо и выпуклости
величины (4) как функционала от ф(х) и ф(у). Необходимость условий
леммы вытекает из необходимых условий минимума функционала Лаг-

V, v 2
ранжа H=J й-ih —1) и необходимых условий минимума за-

г=l k= 1
дачи вариационного исчисления.

Докажем достаточность условий леммы. Пусть функция F {х, у)
удовлетворяет условиям (6),

где bik {i =l, ...» a; k= 1, .. . , ß) произвольные числа,
V, v 2

J>j 2ibik= 1, ф1 (лг), (г/) произвольные функции из L p (o, 1).
г— 1 h=l

Тогда, в силу (6),

откуда, как и при доказательстве леммы 1, получаем достаточность ус-
ловий (6).

Лемма 3. Пусть выполнено предположение леммы 2, а числа
Ь* ■..., Ь* ; с* ..., с* доставляют величинамО ’а’ 0 ß

при условиях bi -f ... b Vi =l, c \ i-J ... -|- Cv 2
= 1 наименьшие значе-

ния, равные соответственно у! и у2 ■ Тогда величина (4) при условии (5)
достигает наименьшего значения, равного у\у2, при

Для доказательства этой леммы достаточно для функции (6а) про-
верить справедливость условий (6). Отметим, что эта лемма является
обобщением теоремы из работы [ 3 ].

Пусть функция f{x>y)^Wr
q- Применяя повторно формулу [4 ]

разложения функции одной переменной по многочленам Бернулли,
имеем

a ß
Fl {x, y)= Ži bihiii {x) (Oft (у) +ФI (*) coo iy) +opi (у) По {x),

г=l ft=l

Vi v 22 2%=1. (6)
i=l k=l

f \F{x,y)\P~ l sign F{x, y)n o {x)dx=o,
о

Г IF (x, y) jP-1 sign F {x, y) coo {y) dy =O,
0

где
a ß

i7 (*, y) =J£ aihKi {x) m {у) +Ф {x) (Oo (y) +*ф (у) Ло (*) .
i—l k=i

ff (x, у) jp-1 sign F (x, у )Fi {x, y) dx dy=l,
о 0

la Iß
f biKi{x)\p dx и f\J£ c h d)h {x)\p dx
О г=o 0 h=o

a* ß *F{x,y)= £biJii{x) ŽCkUhiy). (6a)
i=o k=o
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В дальнейшем, согласно [ s ], будем считать формулы (2) точными
для постоянной, т. е.

Из свойств периодических функций следует, что

Подставляя выражение (7) в формулу (2) ,и учитывая равенства (8) и
(9), получим

Ci, C 2 произвольные постоянные, ф(/), ф (д) произвольные функ-
ции из L p (0,1). Отсюда с помощью неравенства Гёльдера получаем
оценку

М Р\Ртп {f) j pmin 11/Ci (.) “h^illpH—г min П/С2(•) “Ь^гНрЧ-
'• С 1 • С2

+7У7Г min +ф (•) Н-'Ф (•) 11р= “~г II(-) llp-f- (10)
А - 6 -ф,феЬр(0,1) г -

Н Jp llА’г(-) №(-..) +ф* (•) -Ь'Ф* (•) Нр-

11 11

f(x,y) = JJf{t,u)dtdu JJJ и) B* {x t)dtdu
oo ’oo

i i

-7Г II f(o,s) (** “) B *s (У - u) dt du+ (?)
5 ‘ 0 0

1 1

+“ГГ // /(r,s) w) ß *

( x~f ) B t (y u)dtdu.r - s ■ о о

т п

2J илшо=\. (8)
г=l h=l

Jyiry{t)dt= Jq(f(u)du= u) du= u)dt=O. (9)
0 0 0 0

1 1

Rmn (f)=— jФ l (t)+Ci ]dt+— J ф(f(u)[K2{u)+Cz]du-r' 0 ’0

1 1

Z7~T ff f{r’s) {U u) [/Ca {t, и) +Ф (/) Ч-'Ф(м)] dt du,
г - ь - о о

где
т п Pi

Ki(t) = 2J 2J 2JAihjoß*(j)(Xi —t),
i=l h= l j=o

m n ah
Kziu) = JSJ k —u),

i—l k=l Z=0

m n Pi a k

K3 {t,u)=J£ 2J 2Aihjiß*<j) {Xi t)By){yh —u),
i—i k=l j=o Z=o
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Из необходимых условий минимума следуют равенства

Так как для принадлежащей в силу этих равенств множеству Wrs

функции

неравенство (10) обращается в равенство, то справедливо соотношение

Таким образом, для построения наилучшей на множестве ку-

батурной формулы (2) достаточно минимизировать величину (11).
Обозначим через Wr множество всех функций f{x), имеющих аб-

солютно непрерывную производную порядка г 1 на всей числовой
оси и удовлетворяющих условиям

Через C*j {i —l, ... ,m ; j= 0, ... , q*) обозначим веса, а через
б i/r! точную оценку ошибки наилучшей [ 1 ]на множестве Wr фор-
мулы

где узлы 0 Xi С ... <хт 1 (хт —Х\ф 1) фиксированы.
Аналогично, через D* M (6=l, ... ,п\l —0, ... , Ok) обозначим

М Р о
Rm n ——r ||*l (.) +С* ||р+-- №(.),+ С* 11р+— 11*з(.,.) +Ф*(.) +Г (•) Нр.

Г 5 •
“

’ (11)

j\Ki (X) +C* (P-‘ sign (/Cl (x) +C*) dx=
0

= / |*2 (У)+С* 2\р~' sign (/Сг(#)+С*2 ) dy=o,
о

/ |/Сз {X, у) +ф* (x) -fф* (у) \p~ l sign [*з {X, у) +ф* (х) +ф* {у) ]dx— О,
о

1 1*3(*, у) +Ф* (X) +ф* (у) \р- 1 sign [*з {X, у) +Ф*(*),+ф* (у) ]dy=О.
о

fo{x, у)— j В* {X oj/Ci(o+Cj.| J,- I sign(/Ci(o:+
0

1

+C<l)dt+— P №(.) +c; ||‘-P /B‘ (y - a)j*2(и) +q)»-‘ sign (*8 (a) +

0

1 1

+q) du - QII*, (...) +Ф* (-m* (■) 11*7//b*VXr -b - о 0

X|K3 {t, и) +ф* ( t) +l|)* (и)]?- 1 sign [Ks{t, и) +ф*(t) +t* (и)] dt du

/(*+!)*/(*), ПР>(-)11,<1-

1 m Pl

Jf{x)dx=S S ctif<»(x, )+Rm (f), (12)
0 i-= 1 j=o
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веса, через б2/s! точную оценку ошибки наилучшей на множестве Ws

формулы

с фиксированными узлами 0 У\ С ... <уп 1 {уп У\Ф 1).
Теорема 1. Наилучшая на множестве WT

q
s формула (2) с фик-

сированными узлами (Х{, уи) {i =l, ... ,m;k■= 1, ... ,п) * имеет
веса

Доказательство. Как следует из J 4 при условиях

/о * ГЛ *

где С O ,
Z) 0 некоторые постоянные.

Отсюда и из леммы 3 следует, что при любых ф(o> ф(м) eLp (O, 1)
имеет место неравенство

для обращения которого в равенство необходимо условие (14). Кроме
того, из неравенств (15) следуют неравенства

4 *

также обращающиеся в равенства при весах (14) и Ci=Co , C2=D O ,
что и доказывает теорему.

* Формула (2) .называется нанлучшей на W™ с фиксированными узлами
если ее веса выбраны из условия минимума величины R mn при заданных узлах.

11 э
Г f\Ks{t, и) +'Ф (0 +l]) (м))Р (lt Ö2 ,

О О

St(y)dy=S 2Dk,P(yk )+Rn(f) (13)
о fe=l I=o

Aihji=CijDhi (14)
(t=l, ..., nr, j=О, ..., Qi; k—\,

..., n\ /= 0, ..., ük)
и точную оценку ошибки

D ~ 6i Dõa n 61Õ2Rmn=M —+P —+Q —r .r\ s! r!s!

m n

'S Dh o=l
z=l ft=l

имеют место неравенства
1 m Pt *ü) vII&S ŽCijßr (Xi t)+Co\p ,

0 i—i j=o

1 « „
45)

lISSDmB’P (yk1» S 2”,
0 h=l I=o

которые обращаются в равенства при

Cij —Сij ( i —l
,

..., пл , j-—0,.. .
, Qz )

, Со Со ,

Dhi=Dhi {k=\, ..., п\ I=o, ..., Ofe) , Do=Dq,

1 p 1 pf\K2(u)+C2\Pdu^õZ
ö õ

Обозначим через дц-, Сц {i =l, ... ,m;j = 0, ... , q z ), 61/r! узлы,
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веса и точную оценку ошибки наилучшей на множестве Wr формулы
(12), а через уи,Вы{k=.l, . . . , гг, I= 0, ... , Он) ,

б2 /s! узлы, веса
и точную оценку ошибки наилучшей на множестве Ws

q формулы (13).
Теорема 2. Наилучшая на множестве W'

q
s формула (2) имеет

Для доказательства этой теоремы следует заметить, что ве-
личина 6i как функция от хи ... ,хт достигает наименьшего значения,
равного бь при Xi =Xi{i = I, ... , т), а величина б2 как функция от
Уи -, Уп достигает наименьшего значения, равного б 2, при yk =yh
{k =l, ... , п) , а затем воспользоваться результатом теоремы 1.

Одним из возможных применений полученных результатов является
следующая

Теорема 3. Наилучшая на множестве формула

Этот результат непосредственно вытекает из теоремы 2 и работы [ B ].

Полученные результаты без труда обобщаются на случай функций
произвольного числа переменных, а также имеют место и при q = 1, 00,

узлы
{Xi,yh ) = {xi,yh) {i— 1, m\ k=\, n),

веса
Aihjl == LijJDhl

(t=l, m; /=O, Q<; k=\, щ I=o,
..., ал)

и точную оценку ошибки

Яшп=м 4-+'Q •г! s! r!s!

11 m n

11f{x,y)dxdy= 2J JŠAihf(xi,t/h)+#mn(f) (16)
0 0 i=l h—l

имеет узлы

i— 0i £ 02,., u л 4Xi= , yk = (i= 1, m\ k=l, n), (17)m n

где 0i и 02 произвольные числа, удовлетворяющие условию

/т, О^o2<l/п.
веса

Aih=l/mn (i= 1, m; k=\, n ) (18)

и точную оценку ошибки

М Р ОRmn = ~Вг,т>-f“ “ Bs,p~\ Г"Т BrpBS p, (19)mr ns mrns

где

Bj,p=~mm ||ßj(-) — c||p.
/• с
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M. LEVIN, J. GIRSO VITS

PERIOODILISTE FUNKTSIOONIDE HULKADE PARIMAD KUBATU URVALEMID

Funktsioonihulkadele Tp”, mis rahuldavad tingimust (1), on leitud parim valem
(2), mille erijuht (16) omab sõlmi (17), kaale (18) ja veahinnangut (19).

M. LEVIN, Y. GIRSHOVICH

OPTIMAL CUBATURE FORMULAE FOR SETS OF PERIODICAL FUNCTIONS

The optimal cubature formula (2) for the sets W q of functions satisfying
(1) is constructed. The optimal formula (16) has knots (17), coefficients (18) and exact
error estimation (19).
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