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Ю. ГИРШОВИЧ

ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
С ФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

I. GIRŠOVITS OPTIMAALSED FIKSEERITUD SÕLMEDEGA KVADRATUURVALEMID

У. GIRSHOVICH. BEST QUADRATURE FORMULAS WITH FIXED KNOTS

Через WWL q (при заданных M>■ О и обозначим мно-
жество всех функций f{x), которые на отрезке [o,l] имеют абсолютно
непрерывную производную порядка г —l и удовлетворяют условию

ll/(r) lib,(o,i )<М.
Пусть задана линейно независимая система функционалов

Ui if) (i= 1» s),
3=o

где 0 < s 2r.
(t)Через Wu L q обозначим множество всех функций f{x), которые при-

надлежат множеству \V^Lq и удовлетворяют условиям
Ui{f)= 0 (i=\,...,5). (1)

Квадратурную формулу с фиксированными узлами и остатком R{f)
будем называть оптимальной ['] на множестве функций Н, если ее веса
выбраны таким образом, что величина sup|/?(/)| достигает наименьшего

/еН
значения. Нас будет интересовать задача построения оптимальной на

М
множестве Wv L q формулы

2 AkjfM(2)
0 h—l j^JK

где узлы 0 xi < ... <хп 1 и множества 4 с (0, 1, ~,, г— 1}
{k = 1, ..,, п) заданы.
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Через Vi, . .., V 2r—s обозначим функционалы краевых условий, со-
пряженных к условиям (1) относительно дифференциального выраже-
ния «/<'■) [ 2 ]. Через Kr{V',x) обозначим множество всех моносплайнов с
заданными узлами Х\, .. ~ х п вида

K(t)
3=o h=i j(EJH

удовлетворяющих условиям
Vi{K)= 0 {i= l .... 2r —s).

Здесь ui
+
=ui при

Каждому моносплайну из множества K r {V\x) можно поставить в со-
ответствие [ 3 ] квадратурную формулу (2), где

Ahj = (-l)i[rH(x,l -0)-rH)(^+0)]
(k=\, ..., п\ jge /л),

(v)и для функции f{t)^WuLq

R n(f) = (-l y}fm(t)K(t)dt.(3)
О

Для построения оптимальной на множестве Wv L q формулы (2)
необходимо и достаточно найти моносплайн, наименее уклоняющийся
от нуля на отрезке [o,l] в метрике L p {р~ х + q~x = 1) среди всех мо-
носплайнов из множества Kr {V\x) [3 ]. Этот моносплайн обозначим
через K{t). Тогда для оптимальной на множестве Wv L q формулы (3)
справедливо равенство [ 3 ]

sup IRn (f) \ =М\\К (t) ||l p(o,i).

f*W?Lq

Теорема 1. Для того, чтобы моносплайн K(t ) наименее укло-
нялся от нуля на отрезке [O, 1] в метрике L p (1 р<С °о) среди всех
моносплайнов из множества K r (V',x), необходимо и достаточно, чтобы
существовала функция M{t), удовлетворяющая условиям

M^{t)=\K{t)\v- x s\gnK{t), (4)
Ui{M)= 0 (i=l, (5)

(k=l, ..., ii ; /еД). (6)
При выполнении этих условий i

f\K{t)\Pdt={-\y (7)
о о

При 1 <С р < оо существует единственный моносплайн K{t).
Доказательство. Докажем необходимость условий теоремы.

Пусть моносплайн K{t) наименее уклоняется от нуля на отрезке [o,l]
в_ метрике L p среди всех моносплайнов из множества K r {V;x). Через
Akj {k =l, .. ~ п\ j е Jh ) обозначим веса соответствующей моносплайну
К (t) оптимальной на множестве Wu L q формулы (2). Пусть ранг мат-
рицы i!£A-(* ft-1) ||®'^=l

равен пг. Через фт+ДО. •••> фДО обозначим

базис в пространстве всех многочленов ф (/) степени 1, удовле-



Lühiuurimusi * Краткие сообщения 203

творяющих условиям Ui (ф) = 0 {i = 1, .. ~ s). Веса Akj удовлетворяют
условиям [3 ’ 4 ]

/m{t)dt= £ (Z =m+l, г).
о k= l

Отсюда ииз [3 ] получаем, что для того, чтобы числа Ahj {k =l, .
.., я;

j е Jk) могли служить весами формулы (2), соответствующей некото-
рому моносплайну из множества К г {У\х), необходимо и достаточно,
чтобы

JL' (Ähj
h= l je.rK

Из [ 3 ] следует также, что существует функция M o {t), для которой
выполнены условия (4), (5). Пусть K\\t) произвольный моносплайн

(1)из множества K r (V;x), Akj {k== 1, .. . , гг, j е Jh ) веса соответствую-
щей ему формулы (2). Из необходимых условий минимума вытекает,
что

о
откуда с помощью (2) (4) получаем

S {Ahj Akj ) Mo 1 (хь) =O. (9)
h= l jeJK

Будем искать функцию M (t) , удовлетворяющую (4) (6), в виде

M(t)=Mo(t)+ a,(pi(t).
I—lП+l

Тогда числа ат+\, ... ,аг должны являться решением системы

JS а/ф/
0) (x h ) =—MiJ) (Xk) (k=l, n; j(=Jh ). (10)

l=m+ l

Известно, что для разрешимости этой системы необходимо и достаточно
[s ], чтобы выполнялись равенства

(xk )zkj =О, (11)
ft=l je/

; .

где zh j {k =l, ..
~ n\ j<= Jk ) любое решение системы

”

(7)2 2zhjq>r(Xk)= о (l=m+ l. г). (12)
ft=l je=JK

Но множество решений однородной системы (12) описано в (8), по-
этому с учетом (9) получаем, что равенства (11) выполнены. Обозначив
через а* , а* решение системы (10) и положив

M{t)=Mo {t)+ JJ aiqnit),
1=771+1

получим искомую функцию М (t) . Необходимость условий теоремы до-
казана.
_

Докажем достаточность условий теоремы. Пусть задана функция
M{t), удовлетворяющая условиям (4) (6), где K{t) некоторый мо-
носплайн из множества Кr {V\x), R n {f) - ошибка соответствующей ему
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формулы (2). Покажем, что моносплайн K{t) наименее уклоняется от
нуля на отрезке [O, 1 ] в метрике L v среди всех моносплайнов из мно-
жества Kr{V\x). Пусть К.2 (0 произвольный моносплайн из Kr(V\x),

(2)Rn (f) ошибка соответствующей ему формулы (2). Тогда из (2) и
(6) следует, что

fM{t)dt=Rn {M)=Rn (Ж),
о

откуда с помощью (3) и (4) получаем (7), а также равенство

f\K(t)\*dt= f\K{t)\*~l sign К it) Kiit) dt
о о

Применив к правой части его неравенство Гёльдера, получим, что

\\К (t) |1ьр WKzit) |1ьр(0,1),

чем и доказывается достаточность условий теоремы. Из последнего не-
равенства и строгой выпуклости пространств L p при I<р<С оо сле-
дует также единственность моносплайна К (t) , наименее уклоняющегося
от нуля. Теорема доказана.

Полученная теорема обобщает работы [ 6~B ], из нее следуют также
результаты [9 ]. Полученный результат распространяется ина квадра-
турные формулы с весовой функцией.

Обозначим через W^Lq множество всех функций f{x), которые при-
надлежат множеству W{r)L q и удовлетворяют условиям

то) =fo)(i) (/=о,..., г-n.
С помощью теоремы 1 легко получается следующая

Теорема 2. Оптимальная на множестве W{r)L q формула

f f(x)dx=2JA kf (~^)+£n(f)
0 h—О

имеет веса
A h =\jn (£ =O, ..., п —l)

и точную оценку ошибки, равную

sup IR n {f)\= !min I|В г (o + сЦьР(о,l),
,

' nr -r\ с/eWWLj 0

где B r(t) многочлен Бернулли. При 1 < q < оо оптимальная фор-
мула единственна.
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