
LÜHIUURIMUSI * КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. 25. KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1976, NR. 2

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ 25
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1976, № 2

Ю. ГИРШОВИЧ

ОДИН МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ НАИЛУЧШИХ КВАДРАТУРНЫХ
ФОРМУЛ ТИПА МАРКОВА

J. GIRSO VITS. PARIMATE MARKOVI TÜÜPI KVADRATUURVALEMITE TULETAMISE MEETOD

Y. GIRSHOVICH. METHOD OF CONSTRUCTION OF MARKOV’S TYPE OPTIMAL QUADRATURE
FORMULAS

Пусть обозначает множество всех функций f(x), которые на
отрезке [o,l] имеют абсолютно непрерывную производную порядка
г — 1 и удовлетворяют условию 11/(г) ||ьцо,l) М{М> 0 и <7(l q оо)

заданные числа).
Функционалы

иШ)=2[ацЩo) +M(j) (l)] (»'=■!, .... 2г),
j=o

где dij, Pij заданные числа, считаем линейно независимыми.
Через WpL q обозначим множество всех функций f {х), которые

принадлежат множеству W^ r)L q и удовлетворяют условиям

Уг if) =0 (i=l, .... m), (1)
где т{ o т 2г) заданное число. При т= 0 это множество сов-
падает с W^Lq .

Рассмотрим на множестве Wu L q квадратурные формулы вида

ffMdx-2 (2)
0 k=l j=o i=m+l

где o<щ< . .. < tin <l, а числа n, s{m s 2r), Qh (0 o/( sv:
—1) заданы. Формулы (2) назовем формулами типа Маркова.

Нас будет интересовать построение наилучшей ['] на множестве

Wu]L q формулы (2), т. е. той формулы (2), для которой величина

Rn = sup |Л„(/)|
(г)
U L 4

принимает наименьшее значение.
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Через Wu L q обозначим множество всех функций f{x), которые
принадлежат множеству Wtj Lq и удовлетворяют условиям

{i=m-j-1, s).
Через V\, .. ~ V2r обозначим функционалы краевых условий, сопря-

женных к условиям (1) относительно дифференциального выражения
у(г'[2 ], а через K r ,P ( V) множество всех моносплайнов К{х) вида

К (я) =—j—f- 2 cojx7^-1 Ck j(x Xh ) Д-*” 1 (3)
j—o k=l j=o

(где Ш~w при и 0, ui =0 при n<;0), удовлетворяющих уело-
+ +

ВИЯМ
Vi{K) =0 (t=l, 2r —s).

(t)В [3 ] доказано, что наилучшая на множестве Wu L q квадратурная
формула вида

ff(x)dx= JJ 2AhjfU{xh),+Rn{f) (4)
0 k—l j=o

однозначно определяется через моносплайн К* {х) наименьшего уклоне-
ния от нуля на отрезке [O, 1] в метрике L v {p~ x q~x = 1) среди всех
моносплайнов из множества Kr,P {V), при этом

Ahj= (—1) J [ГН-D {xk —0) K*(r-*-v (xfe+o) ]

(/=O, QftJ k=\, П),
(5)

Rn = SUp J#n(f)|=M |!/C*(*) ||bp(of l),
feW^Lq

где xk узлы, A hj веса, R n точная оценка ошибки наилучшей на
множестве Wu L q формулы (4).

Теорема 1. Для того чтобы формула (2) с узлами щ{k= 1, .. ~ п) ,

весами Bhj (/ =O, ..., Q fe; k= \, ..., п) , bi {i =m-f 1, ..,, s) ,

/j*\точной оценкой ошибки R n была наилучшей на множестве Wu L q, не-
обходимо и достаточно, чтобы формула (4) с узлами xh = uh, весами
Akj = Bhj, точной оценкой ошибки R n была наилучшей на множестве

(Г)’
"Wи'Lq, а веса bi вычислялись по'формуле

bi=V2r+i-i{K*) (t =m+l, s),
где К* (х) соответствующий этой формуле моносплайн из K r , P {V).
При этом R n = Rn.

Доказательство. 1. Пусть формула (4) с узлами хД/г =

=l, ...» /г) и весами Akj (/ =O, ... , Qh, k = I,’. .. ,п) наилучшая
(г)на множестве Wu Lq, Rn точная оценка ее ошибки, К* (х) соот-

ветствующий моносплайн из Kr>p {V). В силу включения Wij ]L q с= Wu Lq ,

а также того, что сужение на множество Wu Lq любой формулы (2)
совпадает с некоторой формулой (4), для любой формулы (2), в том
числе и для наилучшей, справедливо неравенство

(6)
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Интегрируя по частям, для любой функции f{x)^Wu )L q (полагая
х0 = 1 — хп+х = 0), имеем [2 ]

ff(x)dx=2J J f{x)K*{x)dx=
и k=l xh

=js JS (-ф/®Ы — 0) (7)
h= l j=o

+1; Vi in Vzr+i-i m +(-1) ■'■ / (x) к* (x) dx.
i=l 0

Если учесть, что
ft - o)=^H-i)( (/=Qä+ 1, .... r—l; 6=l, /г),

tf<(/)=0 (i=l, m),
*'<(*•) =0 (t=l, ..., s),
и положить в (7)

= (6=l, ..., n),
flfcj= (-1) j {Xk -0) - (*fe+o) ]

(/=O, Qk\ 6=l,
..., /г), (8)

bi—V2r+i-i{K*) [i=m-1-1, ..., s),

Л«Ш = (“1) Г **(*)<**.
0

то получим формулу (2), для которой, в силу неравенства Гёльдера,
Лп<М||^(л:)|lьр(о,l)=/?п. (9)

Из (6) и (9) следует, что построенная формула (2) является наи-
лучшей на множестве Wu Lq , причем ((5) и (8))

uk =xk {k= 1, ..., п),
Bk j=Ahj {j— o, Q/б 6=l, ..., ti).

(?)2. Пусть задана наилучшая на множестве Wu Lq формула (2) с
точной оценкой ошибки R n. Если оценка ошибки наилучшей на мно-
жестве формулы (4) R n удовлетворяет неравенству R n <. Rn,
то, согласно уже доказанной первой части теоремы, можно построить

(Г)формулу (2), точная оценка ошибки которой на множестве Wu L q
есть R n , что противоречит предположению. В то же время, положив
В (4)

Xk —Uk (k= 1, ..., п) ,

Ahj Bk j (/=O, Qk', 6=l-, ..., tl),

где Uk узлы, B k j веса заданной наилучшей на множестве Wu ] Lq
формулы (2), получим формулу (4), точная оценка ошибки которой
есть Rn . Эта формула (4) и является наилучшей на множестве Wu Lq,
что доказывает теорему.

Следствие. Для построения наилучшей на множестве Wu L q
формулы (2) достаточно найти моносплайн наименьшего уклонения
от нуля на отрезке [o,l] в метрике L p среди всех моносплайнов из
Kr,p{V), а затем воспользоваться (8).

7*



200 Lühiuurimusi * Краткие сообщения

Примечание. Доказанная теорема обобщает результат работы
[4 ].

Рассмотрим один частный случай. Пусть /0, J\ Ш {O, . .., г I}, г
четное. На множестве W^Lq найдем наилучшую формулу вида

Sfix)dx=jt 2Bhjp{uh) +2J bjfu)(o)+ Z of(j) (0)-№(f). (io)
0 k—l j=o j(=Jо jej 1

Пусть Rr ,p{x ) многочлен наименьшего уклонения от нуля на от-
резке [—l, 1] в метрике L v среди всех многочленов степени г со стар-
шим коэффициентом, равным 1. При / s (О, .. ~ г — 1} через TjiT,

p {x)
обозначим многочлен наименьшего уклонения от нуля на отрезке [O, 1]
в метрике L v среди всех многочленов степени г со старшим коэффици-
ентом, равным 1, и удовлетворяющих условиям

Гб)(0)=0 (/€=/).

Обозначим

/.?={/:/£={О г~l}. (i=o,l).

Из теоремы 1 и теоремы 7из [3 ] следует
Теорема 2. Единственной наилучшей на множестве W^L q фор-

мулой (10) является формула с узлами
Uk= [6 O-f2(/e l)]/i (&=l, ..., n),

где
h= 1/[2 (/г —1) -föo.+öi],

i i

бо= [Rr,p (1) /7ф;,г,р (1) ] r
» 6i= [Rr,p (1) /Тje

ur,p (1) ]r >

и весами

Bl> =77
i" 1>(i)AJ+l:+(-i) jr J;.r,p(i)«/+‘].

Bw=-T/?^bl> (l)AH, [l +(-l) J] (A=2, .... n-1).

—[rlvT* (1) (1-«.)»+(-ТСГ,>

(j=o, .... r-2),
( 1) i+i j+i (r-j-i)bj— Tj c

0> riP (0) (/e/o),

ej=— —(1 - ип )l+'тЕ’~']

(0) (/ s Л).

Точная оценка ошибки этой формулы есть

R n —' “

•

1

г!(г/?+1) р

Эта теорема обобщает некоторые результаты работ [3’ 5~B ].

Примечание. Впервые наилучшие на множествах функций
квадратурные формулы Маркова были рассмотрены в [ 9 ].
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ОПТИМАЛЬНЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
С ФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

I. GIRŠOVITS OPTIMAALSED FIKSEERITUD SÕLMEDEGA KVADRATUURVALEMID

У. GIRSHOVICH. BEST QUADRATURE FORMULAS WITH FIXED KNOTS

Через WWL q (при заданных M>■ О и обозначим мно-
жество всех функций f{x), которые на отрезке [o,l] имеют абсолютно
непрерывную производную порядка г —l и удовлетворяют условию

ll/(r) lib,(o,i )<М.
Пусть задана линейно независимая система функционалов

Ui if) (i= 1» s),
3=o

где 0 < s 2r.
(t)Через Wu L q обозначим множество всех функций f{x), которые при-

надлежат множеству \V^Lq и удовлетворяют условиям
Ui{f)= 0 (i=\,...,5). (1)

Квадратурную формулу с фиксированными узлами и остатком R{f)
будем называть оптимальной ['] на множестве функций Н, если ее веса
выбраны таким образом, что величина sup|/?(/)| достигает наименьшего

/еН
значения. Нас будет интересовать задача построения оптимальной на

М
множестве Wv L q формулы

2 AkjfM(2)
0 h—l j^JK

где узлы 0 xi < ... <хп 1 и множества 4 с (0, 1, ~,, г— 1}
{k = 1, ..,, п) заданы.
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