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В. ОЛЬМАН

МИНИМАКСНОЕ ДОВЕРИТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА
РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ ПРИ НОРМАЛЬНОЙ АДДИТИВНОЙ

ПОМЕХЕ

Пусть задана регрессионная модель

где у реализация случайного л-мерного вектора Y, X матрица
порядка п'ф т известных коэффициентов, е реализация л-мерного
гауссовского вектора £ с нулевым вектором средних и единичной дис-
персионной матрицей IП,1

П, 0 m-мерный вектор-параметр модели. Для
простоты изложения будем считать, что det (ХТХ) Ф 0.

Под доверительной процедурой С(ф), следуя [ 1 ], будем подразуме-
вать подмножество декартова произведения выборочного и параметри-
ческого пространств:

где R n «-мерное евклидово пространство, a Q?n фиксированное
подмножество «г-мерного евклидова пространства. За качество довери-
тельного оценивания примем величину

где Р{-} вероятность события, порожденная распределением вектора
Y(Y = Xo+(§) Минимаксной будем называть доверительную проце-
дуру, максимизирующую критерий (2),

Построению минимаксных доверительных процедур для оценивания
среднего многомерного нормального закона посвящено много работ.
В качестве результатов, имеющих отношение к данной статье, можно
выделить следующие:

1. Среди доверительных процедур фиксированной m-мерной лебегов-
ской меры при каждом у е Rn

, инвариантных относительно сдвига
и вращения [2 ], шар с центром в оценке наименьших квадратов (ОНК)
представляет собой единственную процедуру, максимизирующую кри-
терий (2) при Qm = Rm .

2. Среди всех доверительных процедур шар с центром в ОНК не
является допустимой процедурой [3 , 4 ], хотя на этой процедуре и реа-
лизуется максимум критерия (2) при Q m = R m

.

В настоящей статье в качестве доверительных процедур будут рас-
сматриваться центрированные линейной по наблюдениям статистикой
множества

У=Х9+е,

{(9ей« у еЯ") : (9,у)еС(./.)},

minP{9eC(-/Y)},
т \

6e£J
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где Т произвольная неслучайная матрица порядка m X п
,

и про-
изг-ольный неслучайный m-мерный вектор, D некоторая неотрица-
тельно определенная матрица порядка mX m, ас2 фиксированная

постоянная. Описанные доверительные процедуры пре-
образуют критерий (2) к виду

Задача заключается в максимизации критерия (4) по
Т и D и вектору и при условии, что /n-мерный лебеговский объем ц (•)

множества C
D т u (7у) Vy еRn не превосходит фиксированной вели-

чины рс. Показывается, что в описанной задаче шар с центром в ОНК
единственная оптимальная процедура при Q m

= Rm . Приводятся част-
ные решения задачи в случае, когда

тде 00 —■ известный m-мерный вектор и А неотрицательно определен-
ная матрица.

Так как вектор Q распределен по нормальному закону, то согласно
[ s ] задача сводится к нахождению

äipn ii=o и Т=(ХТХ)-1 ХТ . Так как p(C D т u (7у)) = Yc,m det(D) , где

Hi) г «

Ус,т—
— г J ехр( —и) и1 du [ь ], очевидно, что (6) мажориру-
Г (т) с2т 0

ется величиной maxP{(g T M(g с 2} при ограничении
м

Обозначим через /
С (М) m-мерный эллипсоид, порожденный неотрица-

тельно определенной матрицей М; /
С (М) = {ее^'п ;ет с2}. Пусть

М0 единичная с точностью до множителя матрица, удовлетворяющая
ограничению (7), т. е. /

С (М 0 ) шар в R m . Очевидно, лебеговские объ-
емы множеств Si(M) = /с (М 0)\/с(М), 59 (М) = А(М)\/С (М 0 ) совпадают

, следовательно,

Таким образом, критерий (6) реализуется при

Доказанный результат формулирует
Теорема 1. Среди доверительных процедур вида (3) ограничен-

ного лебеговского объема для Ууе/?п эллипсоид с центром в ОИК и
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CD,T,u ( •/■ ) = {(в, у) : (в —Ту— u) Т О(O Ту и)<с2},

minP{(9 TY u) TD(O TY —и)
бей" 1

Q m={6e^m : (O 0o) T A(O

max P{S T T TDI }
CD,T,u (- /y))<^c

det (M) sCdet (XTX)~Vc/Yc,rn.

max тМ£^г2}=Р{(§ тMo£^c2}.
det(M)<fiet{X

T
X) Vc /v c>m

Do— (X T X) [-■ JV ]""L del (X X) Ус,ш -■



матрицей D0 представляет собой единственную минимаксную по крите-
рию (2) доверительную процедуру.

Замечания. 1. Если в качестве доверительных эллипсоидов рас-
сматриваются эллипсоиды, которым соответствуют вырожденные мат-
рицы D ранга k < m, причем объем проекции этих эллнпсои-

/ „ с J \i/k h
дев вRh не превосходит рс , то D o=( —

— j при
Пх2 У ’ ‘ '

2=1

условии, что 1^хг
т собственные числа матрицы ХТ Х и

а; , а 2 , . .., а )(г соответствующие им собственные векторы.
2. Из равенства (8) видно, что обычный D-оптимальный план опти-

мален и в доверительном оценивании.
3. Докажем более общий факт: пусть в качестве доверительных про-

цедур рассматриваются множества С(• /у) некоторой фиксированной
лебеговской меры р(С(-/у)) = р <С оо и пусть положение их в простран-
стве параметра 0 фиксируется линейным преобразованием вектора на-
блюдений, т. е. С( -/у) = С(-/Ту 4- и) , причем доверительная процедура
С(-/-) инвариантна относительно сдвига С(-/Ту +u) = и с (-/Ту) Vи.
Пусть также каждому множеству С(• /Ту -j- и) соответствует веществен*
ное число Кс < со такое, что

Тогда эллипсоид с центром в ОНК и матрицей D 0 будет единственным
оптимальным доверительным множеством в смысле критерия (2).

Доказательство. Как видно, условие (9) накладывает огра-
ничения на оптимальную матрицу Т:ТХ = \ т, следовательно:

Нетрудно убедиться, что Т = (ХТ Х)~ 1 ХТ
, а далее аналогично рассужде-

ниям в теореме убеждаемся в справедливости замечания.
Пусть теперь априори известно, что m-мерный параметр модели (1)

принадлежит эллипсоиду Д (А) —(o<= R m : OТА90 ТА9 1, det(A) Ф o}, а
матрица D = ddT

, где d известный m-мерный вектор. Задача заклю-
чается в максимизации по матрице Т и вектору и критерия

Обозначим вектор TT d через s, a P{(d T 0 s T Y dT u) 2^C2} через
B{s„ 0). Нетрудно получить

Произведем ортогональное преобразование над вектором е такое, при

котором первая строка преобразующей матрицы равна sT
-

. тогда
f/sT s
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(9_Ту) т ( o_Ту)<^с Уoб=С(./Ту).

шах шш/ДО <= C(-/TY-|-u)} =
шT, и,С бей

= ШаХ
(2п)”* .

/ ехр(-ет е/2)Л.
u, ТХ=1 т> С ' ' {еей : TeeC(u/-)}

min Р { (dT 0 dT Ty dT u) с2}.
е т Ае<l

B(S,6)= / exp(-eTe/2)de
T T T T

(s e4-d u+s X0—d 0):^c 2



Очевидно, min В(s, 0) достигается на векторе 0,, реализующем
Т 5

0 Аo<l
max [dT u-f-(sT X dT )ö]2

, откуда легко следует и= 0, а по неравен-
е г

Аб<l
ству Коши — Шварца

Следовательно,

Легко убедиться, что

где d2 (X) dT (X TX-|- Ä-A) -1XT X(XTX-f- _l d. Внутренний максимум
выражения (11) достигается на векторе s*, который реализует min g(s) .

s' s=d(X)
Применив метод множителей Лагранжа и использовав равенство
(XA _I XT + A,I T j) -I XA- 1 = Х(ХТ Х ЯА) -1 [7 ], получим

и

Пусть L невырожденная квадратная матрица такая, что ХТ Х =

- L T X 0L и А = L TA OL, где Х0 и А 0 диагональные матрицы с эле-
-2 2 2 2 2 2ментами xo i, ХO2, ~ хoт и а0 1, Яог, •.., Яш- Обозначим вектор (LT )~ 1 d

через do = {doh d 0 ..., dom ) , тогда

и

Согласно теореме Ньютона —Лейбница из (11) получаем, что оптималь-
ный параметр X должен удовлетворять уравнению
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£(s,o)=-—г / exp(y2 1%) dy.
2jt

(i/VŠTŠ'+d T u+s T XO d TO) 2^c2

g2 (s)= max [ (s TX dT )B]2=.(sT X dT ) A~* (X T s —d)
OTA6<I0 T A6<1

max min B{s, 9) = max —-— J exp(—y2J2)dy.
s - u oiAo^l S 12л -c+g{s)^y^<c+g{s)

max J ■ =

S »

—c+£(s) T s<c+g(s)

= max max J exp{—y2/2)dy,
x s; s

Г
s=d(X) c+g(s)<j/d(X)Cc+g(s)

s*=X(XTX-f-U)- 1 d

žr2( s^ =pd T(XTX+XA)-IA{XTX+/.A)- I d.

Д,2 ■г=l ' гО 1 ?0 '

e4s^xtd%-^kF
/ [c+£(s*)F \ g'(Sb)d{X) d'{A) [c-fg(sx)]

2d2 {X) ' d2 {K)
~~



или

Решение уравнения (13) относительно X весьма затруднительно, по-
этому имеет смысл решать его относительно с при фиксированном X.
Весьма простыми методами можно показать, что уравнение (13) отно-
сительно с имеет, кроме с= 0, еще один корень щ. Таким образом,
доказана

Теорема 2. Критерий (8) при с= ск максимизируется при и= 0
и T = T 0A. = (XT X-f ХА)~К

Замечания. 1. Построение оптимального доверительного интер-
вала при вырожденных матрицах А и ХТХ не содержит принципиальной
трудности и может быть проведено с помощью методов, использован-
ных в [7 ].

2. Если ХТ Х = а2А (а2 > 0), то уравнение (13) превращается в
квадратное относительно X

3. Если априорное ограничение на параметр 9 задано в виде
(0 0О ) Т А(0 — 0 О ) 1 (det А # 0), где в0 фиксированный т-мерный
вектор, то максимум по матрице Т и вектору и критерия

достигается при и = ие0 =90 To jXoo и Т0 х = (Х Т Х ХА)- 1 ХТ .

В заключение рассмотрим построение оптимальной доверительной
процедуры C

DTu {-f-) при D = XT X и Q m= {Ое/? 771 : 0тХтХO^г2 (г>o)}.

Несложными преобразованиями критерий (2) приводится к виду:

где Ti = (Х т X; = Х(ХТХ)- 1'».

Существуют ортогональные матрицы L b и L 2, М 2 соответственно по-
т

рядксв тип такие, что Xi =Milm oM2, Ti = LiSI moL2 , где I mc =

i= (Im I ОгП'П-т) (От,п-т нулевая матрица порядка /пХ(Я-И)). а
S диагональная матрица порядка тX т, диагональные элементы
которой Si, s 2, ..., sm есть собственные числа матрицы (Т ; ТТ)Ч Таким
образом, критерий (14) преобразуется к виду:
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j [—c+g(s>.) p \g'( Sk )d(X) а?'(л)[—c+g(sO]
= j

X
/ cg(sk ) \

d2 {h) ' ' g'[s x )d{l)— d'{l)g{sx)—- cd'{l)

I cl{а2+Х)]t~c ~

» Йехр =-
-, где\ ta2 f t+c а 1

i=l г0

min P{(d T 0 dTTY —dTu)2^ c2}
(9—oo) T Af9-0,)

min P{[Ti S + (T,Xi - I m ) Ö+ (ХТХ) V.u]T[ Tl £ + (TjXi - I m )j0-h
e e<r2



где
Невырожденность матрицы S будет ясна из дальнейшего. Критерий (15)
требует максимизации по элементам su s 2, . .., s m, матрицам Lи М и
вектору d.

Очевидно, минимум в (15) всегда реализуется на векторе 0, компо-
ненты которого совпадают по знаку с соответствующими компонентами
вектора d, а на таких векторах (15) максимизируется по d при d = 0.
Заметим, что

Тгде й\, а2, .... ат диагональные элементы матрицы I,„OЫ тOМ, так
как наибольшее собственное число матрицы не меньше максимального
из диагональных элементов. Но а* 1, 1 i т, а для оптимальной
матрицы S I, 1 i т, следовательно,

Обозначив max (I —S; 1
)

2 через (1 г) 2
, получим

1 i<: rn

Г 0, .-. ~ 0) m-мерный вектор. Нетрудно проверить, что
1

(16) становится равенством при Т; =—(Х Т Х) I ХТ
. Таким образом,

Z
доказана

Теорема 3. Максимум критерия (12) достигается при и= 0 и

матрице T=T Z( =—= (ХТ Х)~ 1ХТ
,

где z 0 максимизирует по z интеграл
20
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min + ') e+d ]
т S

~2
[ 6+ ( f S *)o+

Ta e<r 2

d=S-IL'[(X TX)'m, а L=L М? „ М=Д|ТЦ.

max Ö
T (ULiLm —S *) T (ImoLlJx0M —S 1 max (a { S{ *) V,

e T e<r2

min шах г2 (а г- si
4

)
2 =r2 max(! — s* l

)
2 . *

j,a2 a m I<г=й!т i

max min (0 —TY u)TXt X(O —TY— u) sScs) <
T,u e T x T xe<r2

max P |——[ (g +r(l z)0 o ]T [ (S J-r(I — 2)eo ]<c2 },

[ exp (eT e/2) de.

— 2)Оо] т [е+г(l —г)oоl^с2 |
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V. OLMAN

REGRESSIOONIMUDELI PARAMEETRI MINIMAKSNE USALDUSHINNANG
NORMAALSE ADITIIVSE VEA PUHUL

Vaadeldakse optimaalse usaldusellipsoidi konstrueerimist vaatlusvektori lineaarteisen-
duse abil tsentreeritud ellipsoidide klassis. See usaldusellipsoid maksimeerib lineaarse
regressioonimudeli parameetri väärtuse ellipsoidi kuuluvuse minimaalse tõenäosuse. Esi-
tatakse ülesande lahendus parameetri lubatavate väärtuste mõnede konkreetsete piir-
kondade kohta.

V. OLMAN

MINIMAX CONFIDENCE ESTIMATION OF LINEAR REGRESSION MODEL
PARAMETER UNDER NORMAL ADDITIVE ERROR

The problem of the construction of optimal confidence ellipsoid, centered by linear
transform of the normal vector of observations, is considered. As the criterion, minimal
probability of covering a linear regression model parameter by ellipsoid overall possible
values of this parameter, is used. Solutions of the problem for some specific sets of
possible model parameter values are given.
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	Рис 1. МС а-РезОз и соответствующий спектр скорости v, снятой лазерным интерференционным измерителем; —v и -f-o соответственно ветви отрицательной и положительной скорости движения источника относительно поглотителя.�нной проводимости�　㌀㈀㌀㠀㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㈀㘀㐀㌀㠀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㐀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㘀㌀　㌀㌀㌀　㌀㠀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㔀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㤀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㘀㌀　㌀　㌀㌀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀㜀　搀　愀㐀㈀㔀㐀　搀　愀㌀㌀　㈀攀㌀㌀㌀㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㤀㈀攀㌀㘀㌀㐀㈀　㌀㌀㌀㘀㈀攀㌀㜀㌀㈀㈀　㌀㘀㌀㈀㌀㤀㈀攀㌀㤀㌀㠀㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㈀㘀㔀㌀　㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㘀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㔀㌀　㌀㌀㌀　㌀　㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㘀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㘀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㜀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㤀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㐀㌀　㌀　㌀　㘀㘀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀㜀　搀　愀㐀㈀㔀㐀　搀　愀㌀㤀㈀攀㌀㐀㌀㌀㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㤀㈀攀㌀　㌀㜀㈀　㌀㌀㤀㌀㐀㈀攀㌀㈀㌀㠀㈀　㌀㘀㌀㌀㌀　㈀攀㌀㈀㌀㠀㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㌀　㌀㠀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㘀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀㜀　搀　愀㐀㈀㔀㐀　搀　愀㌀㜀㈀攀㌀㔀㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㤀㈀攀㌀㘀㌀㐀㈀　㌀㈀㌀㌀㘀㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㘀㌀㈀㌀㤀㈀攀㌀　㌀　㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀㜀　搀　愀㐀㈀㔀㐀　搀　愀㌀㤀㈀攀㌀㠀㌀㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㤀㈀攀㌀　㌀㜀㈀　㌀㈀㌀㈀㌀㠀㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㘀㌀㈀㌀㤀㈀攀㌀㌀㌀㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀㌀㌀　㌀　㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㘀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㔀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㘀㌀　㌀㈀㘀㘀㘀㐀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㌀㌀　㌀㈀㘀㘀㌀㘀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀㜀　搀　愀㐀㈀㔀㐀　搀　愀㌀㤀㈀攀㌀㔀㌀㠀㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀　㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㌀　㈀攀㌀㐀㌀㤀㈀　㌀㈀㌀㤀㌀㘀㈀攀㌀　㌀　㈀　㌀㘀㌀㌀㌀　㈀攀㌀㈀㌀㜀㈀　㔀㐀㘀搀　搀　愀㌀㌀㈀　㔀㐀㜀㈀　搀　愀㌀挀㌀　㌀　㌀㈀㌀㐀㌀　㌀　㌀㔀㌀㐀㌀攀㈀　㔀㐀㘀愀　搀　愀㐀㔀㔀㐀　搀　愀㔀　搀　愀　　㌀　㌀㈀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㌀㌀　㔀挀㜀㔀㌀　㌀㐀㌀㐀㌀㈀㔀挀㜀㔀㌀　㌀　
	Рис. 3. МС поглощения ядер Ре57 (а) и Sn119 (б) при различных температурах поглотителя а-РеоОз-Зп (0,5 ат.%).�爍਼〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮〹‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㜰⸰〠㘲㜮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〳〳〲晥〲晦〳〹〲昶〲晥〲昹〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㜸‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄱ㜮〰‶㈶⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㐰㉦㌰㉦㘰㉦挰㉦㤰㌰㠰㉦㘰㉦攰㉦㤰㌱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸸㈠〮〰‰⸰〠㜮〹‱㘷⸰〠㘲㜮㐲⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〲昲〲晦〳〱〳〴〰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤵‰⸰〠〮〰‷⸶㔠㈰⸰〠㘱㠮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昵〲晦〲昳〲昱〲晥〲昹〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮〱‰⸰〠〮〰‷⸶㔠㔸⸷㈠㘱㤮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㌴‰⸰〠〮〰‷⸹㐠㘸⸷㈠㘱㠮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〱〲昱〳〲〳〸〲昶〳〳〲昶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮〹‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㌮〰‶ㄹ⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦攰㉦ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸰〠〮〰‰⸰〠㜮㘵‱ㄸ⸰〠㘱㠮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〲昵〲晥〲晦〲昴〲晦㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤴‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄴ㤮㜲‶ㄷ⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㉦㉦㈰㉦昰㌰㌰㉦攰㉦㤰㉦戰㉦〱ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸷㤠〮〰‰⸰〠㠮㈲′㠮㜲‶⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉤㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸸㈠〮〰‰⸰〠㜮㘵‴ㄮ〰‶〹⸸㔠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰〰㉦昰㌰㈰㉦挰㉦㘰㉦㔰㉦攰㉦㤰㉦㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸹〠〮〰‰⸰〠㜮㘵‸㜮〰‶〹⸸㔠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㐰㉦昰㉦㔰㌰挾⁔樍名ੑഊ 呪ഊ
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