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Г. КАНГРО

О СКОРОСТИ СУММИРУЕМОСТИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ
ТРЕУГОЛЬНЫМИ РЕГУЛЯРНЫМИ МЕТОДАМИ. 11

С помощью теоремы 2, доказанной в I части настоящей статьи [ 1 ], для класса 31
регулярных нижних треугольных методов суммирования решаются (сформулирован-
ные в [ ! ]) три основные проблемы применительно к скорости суммируемости п. в.
действительных ортогональных рядов, для которых ряды из квадратов коэффициентов
сходятся с некоторой скоростью. Показывается, что класс 31 содержит обобщенный
метод Валле—Пуссена (Г, а), разрывный метод Рисса {R*, рп ,

а), метод Чезаро
(С, а), метод сумматорной функции .4(ф), многие методы Хаусдорфа и метод Ар,
введенный в [ 2 ].

4. Следствия из основной теоремы

При Х п 1 из теоремы 2 непосредственно вытекает
Теорема 3. Если Ле 2I uj£ а2п < то ряд (I) A-суммируем п. в.

тогда и только тогда, когда последовательность частичных сумм
S\(n) ряда (1) сходится п.в.

Приведем две леммы Лейндлера р], которые понадобятся при дока-
зательстве следующих двух теорем, решающих соответственно проб-
лемы I и II для методов класса 31.

Лемма 1. Пусть v (п) f индексы и 0 < pn f любые числа
такие, что

Pv(n)+l =Pv(n)+2= • • • == Pv(n+l)-
Тогда сходимость последовательности v{n)-x частичных сумм ряда
2 р пип влечет за собой регулярную сходимость со скоростью
{p-v(n)+i} последовательности \{п)-х частичных сумм, ряда 2 ип .

Лемма 2. Если при некоторой постоянной К > 1 имеем

то из условия (26) вытекает регулярная сходимость п. в. со скоростью
{ал(п)} последовательности v{n)-x частичных сумм ряда (1).

Теорема 4. Пусть Ае 9Г и последовательность X удовлетворяет
условию (27). Если числа q2 являются множителями Вейля для А-сум-
мируемости п.в. ряда (1), то §\Х2

п множители Вейля для регуляр-
ной А l-суммируемости п. в. ряда (1).

Доказательство. Поскольку А е 2Г, то можем определить ин-
дексы \(п) соотношениями (25). Положим

Av(n+l) AA.v(n)>

M*=Xv(n) ПР И v(n)<Ar<v(n-fl).
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Тогда o<< (лл f ,
причем \хь Ял, ииз условия (3) следует

Тогда ряд

по предположению, Л-суммируем п. в. Согласно теореме 3 последова-
тельнослъ v(n) -х частичных сумм ряда (42) сходится п. в. Применяя к
ряду (42) лемму 1 при ип == апф п , устанавливаем регулярную сходи-
мость п. в. последовательности частичных сумм s V(n) ряда (I) со ско-
ростью {pv(7i)+i} = |Ä,v(n)}- Из теоремы 2 теперь вытекает регулярная

п. в. ряда (1). Теорема доказана.
Теорема 5. Если А 31, последовательность X удовлетворяет ус-

ловиям (27) и

где m>- 0 постоянная, то X2 множители Вейля для регулярной
Ах-суммируемости п. в. ряда (1).

Доказательство. Так как Л gI, то согласно первому из усло-
вий (24) существует постоянная М > 0 такая, что В пк М. Выберем

(0, 1) так, чтобы q <С тl!е /М, и определим индексы v{n) соотноше-
ниями (25). Тогда

вследствие чего из (43) находим

откуда следует условие (41) с К = m/{qM) e » 1.
Пусть выполнено условие (26). Тогда согласно лемме 2 последова-

тельность частичных сумм sV(n) ряда (1) регулярно сходится п. в. со
скоростью {Ал>(п)}. Тем самым из теоремы 2 вытекает регулярная

п. в. ряда (1). Теорема доказана.
Для применений полезно выразить .условие (26) через наилучшие

приближения

функции /еВ,' определяемой рядом (1). Поскольку

то, положив Я0 = 0 (что не влияет на выполнение условия (26)), полу-
чим

и из теоремы 5 -вытекает
Следствие 1. Если выполнены предположения теоремы 5 и

то ряд (I) регулярно Лх -суммируем п.в. к функции /
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Пусть в промежутке [O, оо) определена положительная монотонно
возрастающая функция Ф. Обозначим через /?Н класс функций fe L 2, •

при которых

Так как для fе L 2 имеем *

то из следствия 1 вытекает
Следствие 2. Если выполнены предположения теоремы 5,

и
ф

то ряд (1) регулярно Л суммируем п. в. к функции f.
Следующая теорема решает проблему 111 для методов класса ЗС.
Теорема 6. Если методы А, А Ж удовлетворяют условию

(M
,
tn >0 постоянные) ,

а последовательность X условию (27),
то методы А и А равносильны относительно регулярной X-суммируемо-
сти п. в. ряда (1), удовлетворяющего условию (26).

Доказательство. Пусть ряд (1), удовлетворяющий условию
(26), регулярно п. в. Тогда согласно теореме 2 последо-
вательность частичных сумм s V(n> ряда (1) регулярно сходится п. в. со
скоростью {Д(п)}. Взяв при определении индексов v{n) из соотношений
(25) число q <С m/М, на основе (44) находим

где q Mq/m <C 1, причем x наименьшее значение индекса k, при
котором Bv{n),h ФO. Кроме того, из условий (44) и (27) вытекает спра-
ведливость условия (27) для метода А. Поэтому на основе теоремы 2 ряд
(1) регулярно Ля-суммируем п. в. Поскольку теорема 6 выражается
относительно методов Л и Ä симметрично, то доказательство завершено.

5. Примеры

Приведем некоторые примеры методов класса 31.
Пример 3. Обобщенный метод Валле—Пуссена (К, а) (см. при-

мер 1). При Л = (К, а) ввиду условий а п fи{п а п) f имеем

вследствие чего (К, а) е3l (при B nk = Ап ь) . Частный случай теорем
3—5 при Л = (К, а) рассмотрен в [ 4 ], где вместо условия (27) вво-
дится условие

при К С ф2, причем индексгл v(n) определяются индуктивно соотноше-
ниями

* Функция X определяется в целочисленных точках п равенством Х(п)=}. п , а в
промежутках (п, n-j-l) непрерывной интерполяцией, сохраняющей монотонность.
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Из (27) ввиду неравенства an +i 2а п следует (45) при более слабом
ограничении К <. 2.

Частный случай следствий 1и 2 для А = (V, а) изучен в [s ] при
Ctsn-l = п иХ п ={п + l) v

, у> 0.
Пример 4. Разрывный метод Рисса {R*,p n , а) (см. пример 2).

В силу неравенства (17) для метода {Я*,рп,
а) имеем

и, следовательно, (Я*,р п , а) <=% (при B uh = Ank). В случае А
= (R*,p n, 1) теорема 3 доказана в [ 6 ], а теоремы 4и5 в [3 ]

при скоростях X, определяемых неравенством (45) с К< 2, причем
v(«) вычисляется из уравнения** P v<n) = 2 П . Можно показать (ср.
пример 5), что те же самые скорости получаются из условия (27) при
А (R*,pn> 1), т. е. из условия (20).

Следствия 1и 2 рассматривались в [s ] для метода арифметических
средних при Хп =(я + l) v

, o<у < 1.
При

ввиду условия (17) имеет место (18). Тем самым из теоремы 6 выте-
кает, что методы А и Ä равносильны относительно регулярной Х-сумми-
ру ем ости п. в. ряда (I), если X удовлетворяет условиям (26) и (20).
В частном случае X= 1 соответствующий результат получен в [6 ] для
непрерывных методов Рисса (R ,

р п, а) и {R, рп , (3) с а, р> 0.
Примечание 2. Согласно примечанию 1 для методов Чезаро

А (С, а) с а > 0 и Ä = (С, 1) условие (18) выполнено. Поскольку
А , А(= ЭГ, то из теоремы б вытекает равносильность методов А и .4
относительно регулярной Х-суммируемости п. в. ряда (1), если X удов-
летворяет условиям (26) и (21). При ограничении, что в условии (21)
с (0, 1/2), соответствующий результат получен в [ 7 ].

Пример 5. Метод сумматорной функции. Метод А = Д(ф), задан-
ный с помощью преобразования ряда в последовательность треуголь-
ной матрицей (a nk) , называется методом сумматорной функции, если
элементы а п и выражаются через некоторую функцию ф с ф(0) = 1 в
виде

Если ф <= Lip 1, то согласно формулам (5) и (16) имеем

вследствие чего выполнено условие (23), где В метод арифметиче-
ских средних. Теперь нетрудно убедиться, что Д el, причем из тео-
рем 3—5 вытекают результаты статей [B-11 ]. В этих статьях вместо
условия (21). в которое превращается условие (27) при А = А{ф),
фигурирует условие (45) с 1 < К < q, где q связано с индексом v (я)
соотношением

** Здесь v(n) может принимать и нецелые значения.
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л котором «ь ct2 > 0 постоянные. Покажем равносильность этого
условия условию (21).

Для заданных пи k п существуют индексы mи / такие, что

Определим с из условия qc = К. Тогда в силу неравенства I <Х К ■< q
■число се (0,1), причем с может принимать все значения из (0,1).
Ввиду Х п f и условий (45) и (46), имеем

откуда и вытекает условие (21).
Пример 6. Обозначим через Ар{С), р Х> 1, класс методов А =

i-G-nk)
, удовлетворяющих условиям 1° из § 3 и

где С = (c-nk) еЖ, спьф 0 при k п. С помощью неравенства Гёль-
дера из формулы (5) находим

при Ijp + lk = 1- Ввиду С e SI отсюда вытекает Л?(С) с: 91. Частный
•случай Ар =Ар(С), где С метод арифметических средних, изучен в
[ ,2

- 13]. Результаты статей [ 12 > 13] вытекают из теорем 3—5, причем из
условия (27) выявляется (ср. пример 5), что в [ l3 ] условие
Хи {П ф\) | является излишним. Отметим, что классу Л р принад-

-1

.лежит метод А (ф) при ф(и) = и метод Хаусдорфа
U
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G. KANGRO

ORTOGONAALRIDADE SUMMEERIMISE KIIRUSEST KOLMNURKSETE
REGULAARSETE MENETLUSTE ABIL. II

Artikli I osas [‘] on antud tarvilik ja piisav tingimus selleks, et reaalne ortogo-
-2 2naalrida 2 a n cp n , kus 2anL<oo, oleks regulaarselt peaaegu kõikjal

iga menetluse A puhul, mis on teatavast ulatuslikust regulaarsete alumiste kolmnurk-
sete menetluste klassist ‘3l. Selle tingimuse abil lahendatakse kolm ortogonaalrea
summeeruvuse kiiruse Я={к„}, o<Яп| põhiprobleemi klassi 31 menetluste jaoks. Näi-
datakse, et klassi 31 kuuluvad üldistatud Vallee-Poussini menetlus ( V , et), kätkev Rieszi.
menetlus {R*, p n , et), Cesäro menetlus (C, et), summatoorse funktsiooni menetlus А (г])),,
mitmed Hausdorffi menetlused ja menetlus A p [ 2 ],

G. KANGRO
ON THE SPEED OF SUMMABILITY OF ORTHOGONAL SERIES BY

TRIANGULAR REGULAR METHODS. II

In part lof the present paper [ ! ] a necessary and sufficient condition for regular
A>-sumimability almost everywhere, of real orthogonal series 2 а„ф„ with
by every method A from a wide class 31 of regular lower triangular methods was
proved. By means of this condition, for methods of 31 three fundamental problems on
the speed X= {k n}, o<An f of summability almost everywhere, of orthogonal series are
solved. It is shown that 31 contains generalized Vallee-Poussin method (k, a),
discontinuous Riesz method {R*, p n , a), Cesäro method (C, a), summatoric function,
method А('ф), several Hausdorff methods and method A p [ 2 j.
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	Рис. 3. МС поглощения ядер Ре57 (а) и Sn119 (б) при различных температурах поглотителя а-РеоОз-Зп (0,5 ат.%).�爍਼〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㠮〹‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㜰⸰〠㘲㜮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〳〳〲晥〲晦〳〹〲昶〲晥〲昹〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㜸‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄱ㜮〰‶㈶⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㐰㉦㌰㉦㘰㉦挰㉦㤰㌰㠰㉦㘰㉦攰㉦㤰㌱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸸㈠〮〰‰⸰〠㜮〹‱㘷⸰〠㘲㜮㐲⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〲昲〲晦〳〱〳〴〰㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤵‰⸰〠〮〰‷⸶㔠㈰⸰〠㘱㠮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昵〲晦〲昳〲昱〲晥〲昹〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㘮〱‰⸰〠〮〰‷⸶㔠㔸⸷㈠㘱㤮〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㌴‰⸰〠〮〰‷⸹㐠㘸⸷㈠㘱㠮㜰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〱〲昱〳〲〳〸〲昶〳〳〲昶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮〹‰⸰〠〮〰‷⸰㤠㌮〰‶ㄹ⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦攰㉦ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸰〠〮〰‰⸰〠㜮㘵‱ㄸ⸰〠㘱㠮㠵⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲晦〲昵〲晥〲晦〲昴〲晦㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㤴‰⸰〠〮〰‷⸹㐠ㄴ㤮㜲‶ㄷ⸷〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰㉦㉦㈰㉦昰㌰㌰㉦攰㉦㤰㉦戰㉦〱ㄾ⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸷㤠〮〰‰⸰〠㠮㈲′㠮㜲‶⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉤㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸸㈠〮〰‰⸰〠㜮㘵‴ㄮ〰‶〹⸸㔠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㌰〰㉦昰㌰㈰㉦挰㉦㘰㉦㔰㉦攰㉦㤰㉦㘾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名⸹〠〮〰‰⸰〠㜮㘵‸㜮〰‶〹⸸㔠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㐰㉦昰㉦㔰㌰挾⁔樍名ੑഊ 呪ഊ
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