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Э. РАЙК

О ЗАДАЧАХ СТОХАСТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
С ФУНКЦИОНАЛАМИ ВЕРОЯТНОСТИ И КВАНТИЛЯ

I. Решения задач стохастического программирования можно искать
или в детерминированном виде, или в виде функций случайных парамет-
ров [Д. В последнем случае обычно вид решения задается заранее опре-
деленной функцией и искомыми считаются лишь некоторые коэффици-
енты [2 ]. После этого решение (вектора коэффициентов искомой функ-
ции) ищется в детерминированном виде.

Если решение задачи стохастического программирования искать и
виде функции случайных параметров, не задавая заранее вида функции
[3 ], то возникает вопрос выбора класса функций, среди которых ищется
решение. Этот класс функций разумно отождествить с некоторым функ-
циональным пространством. При этом, в частности, надо определить
условия существования решений в тех или иных пространствах. Основ-
ным средством здесь является теорема Вейерштрасса, которая утверж-
дает, что полунепрерывный (слабо полунепрерывный) сверху функцио-
нал достигает максимума на компактном замкнутом (слабо компактном
слабо замкнутом) множестве. Для замкнутости множества, заданного
функционалом {x:v{x) а) (а действительное число), достаточно,,
чтобы функционал v{x) был полунепрерывным сверху (п.-н. св.). Соот-
ветственно множество {x:v(x) а) замкнуто, если функционал и{х)
является полунепрерывным снизу (п.-н. сн.). Следовательно, условия
существования решения в задачах программирования тесно связаны с
условиями полунепрерывное™ функционалов независимо от того, явля-
ется ли функционал критерием качества или этим функционалом зада-
ется ограничение. Поскольку полунепрерывное™ интегральных функ-
ционалов, соответствующих операциям взятия математического ожида-
ыия, исследованы многими авторами (см., напр., [ 4 ]), то мы свое вни-
мание сосредоточим на функционалах вероятности и квантиля.

2. Рассмотрим функцию и(х) = P[f[x, |) Здесь случай-
ный вектор с заданным распределением; f{x, |) действительная функ-
ция конечномерных векторов х и определенная на Rm X R h \ у дей-
ствительное число; Р вероятность.

Теорема 1. Пусть функция f(x,h>) является п.-н. св. по х дляс
п. в. (почти всех) Н, и измеримой по | для всех х, тогда функция и(х) =

= P[f{x, I) у] П.-н. св.
Доказательство. Определим функции
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которые являются измеримыми по измеримости функции /(х, |). Пусть
сходится последовательность хп —>-х, тогда для п. в. £ lim f{xn,l)

f{x, g), и поэтому на множестве {g : f{x, g) <у} при п. в. £ Хя (|) —-

-+Х{l). По теореме Лебега ([ s ], с. 168) имеем
Ига I Xn{l)dP{l)= lim J Xn dP{ |)= / X(g )dP(l). (1)

fix,ixv /(*,{)<v fix,sXv

Для тех g, которые удовлетворяют неравенству /(х, |) у, Xn (£) могут
и не сходиться к Х(£), и поскольку на этом множестве Х(£) —1, то
имеем

ТшГ / X n / X(g )dP(l). (2)

Согласно соотношениям (1), (2) получаем

lim v (xn ) lim f X n {l)dP{l) -f- lim f Xnf(x,b>y /(*,!)<v
=£ f X(l)dP(|)+ f X(l)dP(l)=v(x),

fix,|)<v

t. e. v (x) п.-н. св.
Дальнейшие теоремы существенно опираются на следующую лемму.

Лемма I. Функционал vy {z ) = P[z(g) у] п.-н. св. относительно схо-
димости z(£) по вероятности. Если дополнительно P[z(g) у] = 0, то
функционал Vy(z) непрерывен в точке z(g) относительно сходимости по
вероятности.

Доказательство. Пусть последовательность zn (g) сходится по
вероятности к z(g). По определению для любых е>o и б Д> 0 сущест-
вует N такое, что для п N

/>[|г„(|)-г(|)|>s]< Е .
(3)

Функционал Vy{z) невозрастающий по у и непрерывный слева по
у. Из неравенства (3) имеем

Vy{zn )= P[z n у]< P[z{l) у б]+ е.
Поскольку б и е произвольны, а v y {z) непрерывен слева по у, то
hm Vy {zn ) Vy{z) , т. е. v y {z) полунепрерывен сверху.

П->оо

Если переписать соотношение (3) в виде

Р[г{l) >У + б]- е v{zn) Р[гЦ) у - 6]+ е

и дополнительно предположить, что Р[г(£) = у] = 0, то v y {z) стано-
вится непрерывным и справа по у. Тогда при п~+ оо получаем, что
vv (z n ) y {z).

Теорема 2. Пусть функция f(x, непрерывна по х для п. в. g и
измерима по | для всех х и P[f(x, I) у] = 0. Тогда функция и(х) =

= P[f(x, у] непрерывна в точке х.
Доказательство. Пусть сходится последовательность хп х*

тогда для п. в. £ lim f (хп, 1) = f(х, |), и поэтому f(xn, g) сходится к
f{x,h) и по вероятности. Но тогда по доказанной лемме 1 функция v{x)
непрерывна.

Будем теперь исследовать функционал вероятности v{x)
= P[f ix {l) , Е) у], где х(£) элемент некоторого функционального
пространства. Здесь возникает необходимость потребовать, чтобы функ-
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дия суперпозиции f(x(£),£) была измеримой. Для этого, в свою оче-
редь, достаточно, чтобы функция f {х, |) удовлетворяла условию Кара-
теодори, т. е. была бы непрерывной по х для п. в. | и измеримой по
для всех х.

Исследуем ниже непрерывность вероятностного функционала в прост-
ранствах С, Ер и в метрическом пространстве непрерывных функций С 0

с метрикой

g (X, y)=ž2-”уДц7 ■ W тах \к(Щ-
-п=l 1 Т llх - УПп

Теорема 3. Пусть функция f(x,£,) непрерывна по х для п. в. £

и измерима по Е, для всех х. Тогда функционал v{x) = P[f{x{l), |) у]
слабо п.-н. св. в пространстве С и п.-н. св. в пространствах L v, 1< р

оо, и Ср. Если дополнительно P[f (х{l) , g) =у] =O, то v(x) слабо
непрерывен в пространстве С и непрерывен в пространствах Ер,

1 р sCJ 00, иСр в точке х(|).
Доказательство. Пусть последовательность хп (£) сходится к

jc(Š) в пространстве С р или слабо сходится в пространстве С. Тогда
хп (£) -+х{l) для всех §и, следовательно, хп {%) -+ х{'Е,) по вероятности.
Сходимость хп {£) в пространстве Lx означает, что хп (Е)
для п. в. g, и отсюда следует сходимость хп (£) ->■ х(£) по вероятности.
Из сходимости в пространствах Е р , 1 р сх>, также следует сходи-
мость по вероятности. Итак, пусть хп (£) х (£) по вероятности. Тогда
по [6 ] (см. лемму 17.5 на с. 346) f{xn {i),l) f{х {£), %) по вероятности.
Откуда по лемме 1 следует утверждение теоремы.

Более сложно обстоит дело с условиями полунепрерывности и непре-
рывности относительно слабой сходимости в пространствах L v . Напри-
мер, функционал v{x) = Р{х{l,) у] не является слабо полунепрерыв-
ным ни сверху, ни снизу в пространствах Ь р .

3. Перейдем к изучению свойств функции и функционала квантиля,
где функция квантиля имеет вид wa {x) '== шах {у еR l\P[f {х, £) Д>-

у] а}, О<С а 1, а функционал квантиля выражается формулой
wa {x) = шах {у е R u

,
P-[f{x{l),i) у] а}, 0< a 1. Здесь х{l)

у
элемент некоторого функционального пространства. Если мы ниже го-
ворим о функционале wa (x) в пространстве R m

, то подразумеваем пер-
вую формулу. Операция максимизации здесь оправдана, так как функ-
ционал P[f{x{b,), |) у] невозрастающий и непрерывный слева по у.

Отметим, что условие wa {x) у эквивалентно условию v y {x) а,
где vy {x) P[f(x, I) у]. Действительно, если wa {x) у, то

а < P[if{x, |)> ша (*)]< P[f{x, Ю>у],

или Наоборот, пусть выполняется условие ц у (х) =

= P[f[x,l) у] а, и поскольку wa{x) максимальное число, для
которого выполняется данное неравенство, то wa {x) у.

Доказанная эквивалентность условий позволяет сформулировать сле-
дующую лемму.

Лемм а 2. Функционал wa(x) п.-н. св. по х для любого а, 0< а 1,
тогда и только тогда, когда v y(x) п.-н. св. по х для любого у.

Доказательство. Пусть v y {x) п.-н. св. по х для любого у. Тогда
множества, заданные условиями v y {x) а, замкнуты для любых а и у
и в силу эквивалентности условий множества, заданные условиями
wa {x) у, замкнуты для любого у; следовательно, wa {x) п.-н. св. по х.
Обратное утверждение доказывается аналогично.

144 Э. Райк



В качестве следствий из лемм 1, 2 и теорем I, 3 вытекают следующие
лемма 3 и теоремы 4, 5.

Лемма 3. Функционал wa {z) = шах {у е R [
\ P[z(l) у] а},

О а 1, п.-н. св. относительно сходимости по вероятности.
Теорема 4. Пусть функция f(x, I) является п.-н. св. по х для почти

всех I и измеримой по | для всех х. Тогда функция wa(x) п.-н. св. по х
в пространстве х е R m .

Теорема 5. Пусть функция f{x, £) является непрерывной по х для
п.в. \ и измеримой по £ для всех х. Тогда функционал wa (x) слабо
п.-н. св. в пространстве С и п.-н. св. в пространствах L p, 1< р оо,,
и Ср.

Для установления непрерывности функционала квантиля в простран-
ствах R m

,
С, L p иСр предпошлем две леммы.

Лемма 4. Функционал wa (z) = max {у еR l \ P[z{l) у] а}
непрерывен относительно равномерной сходимости.

Доказательство. Пусть zn (£) сходится к z (£,) равномерно, т. е.
для любого е Д> 0 |Zn{Š) — z(|)| « при достаточно больших п. Тогда

P[zn {Š) wa {z)— е]> P[z(l) wa а
и

Wa(Zn)— B]> P[Zn{l) > Wa(Z n а.
По определению функционала wa (z)

Wa {zn Wa {z)— 8, Wa Wa (z n )—E,
t. e. wa (z) непрерывен.

Лемма 5. Пусть функция. f(х, I,) непрерывна по совокупности
{х, g) еУ? т некоторая гауссова мера абсолютно непрерывна
относительно меры случайной величины % и функция непрерывна.
Тогда функционал wa (x) (o<а<М) непрерывен в точке х относи-
тельно сходимости по вероятности.

Доказательство. Зафиксируем е>o. Из того, что некоторая
гауссова мера абсолютно непрерывна относительно меры случайной ве-
личины I и функция суперпозиции f(x{l),l) непрерывна, для а < 1 сле-
дует

P [fix {l),l)>Wa{x)—B]^P[f{X{l),l)^Wa О+ б. (4)
Рассмотрим последовательность хп {%), сходящуюся к хЦ) по вероят-
ности. Тогда для фиксированных е и б существует N такое, что для
л N

P[f{Xn{l), I) > wa (x) P[f{x{l),l) wa {x) g]— б.
Из неравенства (4), в свою очередь, получаем

Р[\{Х wa (x)—E]—ö wa а.
Таким образом, P[f{xn (l),l) wa (x) —2е] а.

По определению квантиля wa {xn ) wa (x) —2е, т. е. функционал
ziL'a (x) п.-н. сн. Но по лемме 3 wa (x) также п.-н. св. относительно сходи-
мости по вероятности.

Теорема 6. Пусть функция f(x, I) непрерывна по совокупности
векторов (х, I), и пересечение множеств Q П М ограничено, где Q =

= (I : f{x{l), I) wa (x)} и М множество, на котором сосредоточена
случайная величина = 1). Тогда функционал wa {x) непре-
рывен в пространствах С, R m и Ср .

Доказательство. На множестве последовательность
/(*«(£),!) сходится равномерно, если хп (|) сходится в пространствах
С, Ят или Ср . По лемме 4 получаем непрерывность функционала wa{x).
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Теорем а-;7. Пусть функция f(x, g) непрерывна по (х, £) еRm XRk

и некоторая гауссова мера абсолютно непрерывна относительно мепы
случайной величины |. Тогда функционал wа {х) слабо непрерывен
в пространстве С и непрерывен в пространствах R m и С р для а<Д 1.

Если дополнительно х(%) еер непрерывна, то функционал wa(x) не-
прерывен в точке х(1) пространства L p, 1 р оо.

Доказательство. Сходимость в пространствах Е р,
Ср иR m и:

слабая сходимость в С влекут за собой сходимость по вероятности, как
показано в доказательстве теоремы 3. По лемме 5 получаем утверждение
теоремы.

4. Полученные условия полунепрерывности и непрерывности перено-
сятся и на другие функционалы вероятности и квантиля. Воспользуемся:
формулами

ДЩ(l).s)<у]=
Д/И1), I) <у] = ПЧ(*{Ъ), I) 5* у]-

Аналогичные связи имеются между различными функционалами кван-
тиля:

min{p ее Я1 ; />[/(*(£), sK г/] Д а} =
= max{p ее Д 1 ; P[—f Š) Д */]Д «},

тт{у(= Д 1 г/]< а} =
= шах{г/ е Z? 1

; Р[—f(*(£) Д) Др] Д 1 а},
=

= max{p е/? 1 ; P[f(x(g) Д) Д р]Д 1 а}.
Используя эти формулы и доказанные теоремы, составим следующую
таблицу.

Для существования решения в задаче программирования требуется
еще компактность множества, на котором ищется решение. Различные
критерии компактности и слабой компактности в функциональных про-
странствах хорошо изучены (см., напр., их сводку в [s ], глава IV). При-
ведем еще один критерий.

Компактность в Ср . Для компактности множества Тс= Ср не-
обходимо и достаточно, чтобы функции x(g) cz Т удовлетворяли усло-
виям Арцела—Асколи на любом ограниченном замкнутом множестве
ПО g.

Достаточность. Действительно, для заданного е найдется N такое,
ОС

что 2 2~ п Д е/2 и по критерию Арцела —Асколи на множестве ||gjj < N
n~N+l

существует е/2-сеть хД|), i = 1, .. . , k, по норме ||x(|)|| v = maxlx(g)L
■ ■ lIIIKiC
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Свойства функции Полунепрерывные сверху
функционалы по х

Полунепрерывные снизу
функционалы по х

f(x, £) П.-Н. СВ. по X

Р[Пх, |)ху];

ша xfy&P 1 ; P[f{x, 1) а};
ma x{y<=R u, P[f{x, |) <y]^a}

P[f{x, IX Y]

f{x,l) п.-н. СН. ПО X P[f{x , |)< Y]
P[f(x. I)> Y];

min {y^R u, P[f(x, 1)
min {ye/? 1; P[f (x, £) >y] s^ct}.



Продолжая функции х*(|) на все пространство непрерывным образом,
получим е-сеть в пространстве С р для множества 7

■i;2- ,-Тг -■< i- 2~" ll*i(Ž)-*(ž)IU+ 2 2-.»<е.1 + I*l (IЯlп '

„_,У+l

Необходимость. Пусть Т компактное множество пространства Ср
и Q некоторое ограниченное множество элементов Выберем N
такое, что для всех £, е Q, ||£Ц и для компактного множества Т из
пространства Ср выберем {**(£), i=h , k}, где е Vz.
Тогда

9_д- -у, o_ n IMŠ)--*(Š) II п 11*гЩ —Ч*
;r“i H-IMš)-.v(g)|ln l + IM£)-*(l)lbr ■

Отсюда max |*i(g) — *(£)[ ll*i (£)-%(£) IU <
, . < 2е, т. е. {хД|),

i —1, ... , k) —2 е-сеть по метрике пространства C(Q). Функции
х{l) с= Т на множестве Q удовлетворяют условиям Арцела —Асколи.

5. Согласно полученным результатам можно сделать некоторые об-
щие замечания относительно разных задач стохастического программи-
рования, содержащих функционалы вероятности и квантиля.

Полунепрерывность функций вероятности и квантиля в пространстве
х ei?" получается при весьма слабых ограничениях на функцию f(x,l)
и, что самое главное, вообще не зависит от распределения случайной
величины t (теоремы 1 и 4). Установить полунепрерывность в ту или
иную сторону можно при помощи приведенной выше таблицы.

Для установления непрерывности этих функционалов требуется на-
кладывать условия еще на распределение случайной величины (тео-
ремы 2, 6 и 7). Эти условия, вообще говоря, не очень стеснительны при
х е Рт. Например, условие теоремы 2 P[f{x, |) =o] выполняется, если
мера Лебега множества {£:/(*,£) =o} равняется нулю и мера (веро-
ятность) случайной величины £ абсолютно непрерывна относительно
меры Лебега, т. е. вероятность того, что случайная величина принадле-
жит некоторому множеству нулевой меры Лебега, равняется нулю. Усло-
вие P[f{x,i) =o] выполняется, например, для любой полиномиальной
no I функции и для случайной величины с нормальным распределением.

Условие теоремы 7, требующее, чтобы некоторая гауссова мера
была абсолютно непрерывной относительно меры (вероятности) слу-
чайной величины g, можно заменить условием, что вероятность принад-
лежности случайной величины открытому множеству положительна. Это
условие опять-таки выполняется для нормального распределения слу-
чайной величины

Если решение ищется как функция случайной величины, то возни-
кает вопрос выбора функционального пространства. Сравнивая крите-
рий компактности в рассмотренных пространствах и условия теорем 3,
5—7, можно при распределенных на неограниченных множествах слу-
чайных величинах отдать предпочтение пространству С р . В этом прост-
ранстве условия компактности наиболее слабые.

Если случайная величина распределена на ограниченном множестве
S, то удобнее работать в пространстве С(5). Тогда компактные множе-
ства в пространствах С (S) и С р совпадают, а норма пространства С (S)
выражается проще, чем метрика пространства Ср .

Условия компактности и непрерывности функционала квантиля и
вероятности в пространствах L v трудно удовлетворить в задачах сгоха-
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стического программирования с функционалами квантиля и вероятно-
сти, и это затрудняет использование пространства L p .

Полунепрерывность функционалов квантиля и вероятности в функ-
циональных пространствах также получается при слабо ограничитель-
ных условиях. В частности, отсутствуют ограничения на распределение
случайной величины. Определить полунепрерывность в ту или иную сто-
рону можно при помощи таблицы, приведенной выше. Припомним
только, что непрерывная по х функция f{x,l) является одновременно
полунепрерывной снизу и сверху по х. Для установления непрерывности
функционалов квантиля и вероятности накладываются дополнительные
условия на распределение случайной величины (теоремы 3,6, 7).

Автор весьма благодарен И. Петерсену, Т. Тобиасу и Р. Тавасту за
ценные замечания.
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E. RAIК
TÕENÄOSUS- JA KVANTIILFUNKTSION AALIGA STOH HASTILISE

PROGRAMMEERIMISE ÜLESANNETEST

Esitatakse tõenäosus- ja kvantiilfunktsionaali pidevuse ja poolpidevuse piisavad
tingimused ruumides R m, Cja L p (1 p oo) ning käsitletakse probleeme, mis
tulenevad stohhastilise programmeerimise ülesannetest, kus lahendit otsitakse juhuslike
parameetrite funktsioonina.

E RAIК
ON THE STOCHASTIC PROGRAMMING PROBLEM WITH THE PROBABILITY

AND QUANTILE FUNCTIONALS
The sufficient conditions of continuity and semi-continuity of probability and quantile

functionals in the spaces Rm, C and L v are given. The stochastic
programming problems with the solutions depending on random parameters are
discussed.
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