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у. ХЕННО

ПЛОТНО ВЛОЖЕННЫЕ ПРАВЫЕ ИДЕАЛЫ СИСТЕМ МЕНГЕРА

Ниже доказывается теорема, которая является в классе систем Менгера аналогом
теоремы Шеврина [*], а именно: система Менгера с равнодействующими справа эле-
ментами не может быть плотно вложенным правым идеалом никакой системы Менгера
в никаком классе Ш(Я) систем. Отсюда следует, что полугруппа с равнодействую-
щими справа элементами не может быть плотно вложенным правым идеалом никакой
полугруппы.

Пусть / непустое подмножество множества всех натуральных
чисел. Совокупность Л = {Л п,ле/} непересекающихся множеств А п
называется системой Менгера (см. [2 ]), если при любых п, т е / вся-
ким аи ... ,ат е А п,

bе А т сопоставлен элемент а.\ ... amb еАп (ко-
торый будем называть произведением элементов аи ... , ат,Ь ), причем
выполняется тождество

Xi ... хт (г/1 •.. уег) = {Xi ... xmt)i) ... (х 4 ... хтуе ) z (1)

ДЛЯ любых Х\, ..., Хт ЕЕ А п, Уь ..
. , Z/е (= Л т, 2 е .4е, П, Ш, Iе /.

Система Менгера А {А п, пе /} называется подсистемой системы
Л = {Бт,т е/}, если / /, Лп sSП при всех пе/ и из
«1, ...,ат е Л«, Ъ е Л т, п,т<=l следует ai ..

. amö е Л„.
Обозначим через Ш{Н) класс всех систем Менгера А = {А п,п е /),

у которых / Н.
Подсистема А = {А п, пе /} системы Менгера В = {В т, те /} на-

зывается правым идеалом системы В, если из аи . .., ат^Ап,

пе/, йе Вт, те/ следует а х ... атЬ е А п , и левым идеале м,
если из Х\, ..., xffl e nе/, а е Лт, те/ следует ат ... хта е Л !г

(ясно, что тогда I= J) и, наконец, подсистема А называется дву-
сторонним идеалом, если она является и правым, и левым идеа-
лом системы В.

Гомоморфизмы и конгруэнции систем Менгера определяются, как в
[2l-
- q некоторое свойство, которым обладает подмножество А

системы Менгера В , то А называется g-подмножеством системы В.
g-Подмножество А = {А п, ae/} системы Менгера В = {В т, те /}
называется g-п лот н о вложенным в классе Ш{Н)
если выполняются следующие условия:

1° всякая ненулевая конгруэнция системы В индуцирует ненулевую
конгруэнцию на множестве А;

2° если С произвольная система Менгера из класса Ш{Н), кото-
рая содержит В в качестве собственной подсистемы так, что А является
g-подмножеством системы С, то существует ненулевая конгруэнция
системы С, которая на Л (а в силу 1° также на В) индуцирует нулевую
конгруэнцию.

Кас будут интересовать свойства: быть подсистемой, быть правым
(двусторонним) идеалом. Соответственно будем говорить о плотно вло-
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жекных подсистемах, о плотно вложенных правых (двусторонних)
идеалах.

Элементы env .. . , е"п е4 я системы Менгера А = {Л п, /г е/} назы-

ваются единицами, если е\...епу —у, Xi ... хпе? —Xi при любых
у е Л„, хи ..., хп е Лт,

mе/,г = 1, ... ,п. Система Л = {Л п , пе/)
называется системой с единицами, если еД ..., £"еЛ

)(
для лю-

бого /г е/.
Пусть М множество. Обозначим через ф п(М) совокупность всех

n-местных функций на множестве М и сопоставим всяким а ь ...,
a m (=

ефп(М), Ь Е фт (М) функцию а х ..
. атЬ е ф п (М), определенную фор-

мулой a{ai...amb) (aöi) ... (аam )b, где через аа обозначен резуль-
тат применения аЕф« (М) к а = (aj, ..., a„) е М п .

Известно [2 ], что при таком определении совокупность фi{M)
= {фп(Л4), п е /} образует систему Менгера, которая называется сим-
метрической. Функции е”, ..., е п

, определенные формулой
(ai, ...,а П )ег

п =сц, являются единицами системы фДМ).
Теорема 1. Всякую систему Менгера А = {А п , пе /} можно при

любом J=з I вложить в такую систему В {Вт, те /} с единицами,
что все правые идеалы системы А являются правыми идеалами си-
стемы В.

Доказательство. Известно [2 ], что всякую систему Менгера
А = {А п, п<= 1} можно вложить в симметрическую систему фДМ)
функций на некотором множестве М, но так как ф/(М) при
любом / э /, то А можно вложить в систему с единицами фДМ).

Образуем в системе <pj(M) подмножества Bk {Bh
n , п е /},

k= 1,2, ..., следующим индуктивным образом;
е п

п } при всех пе /. (2)
Пусть подмножества В\ ,

Вк- г уже определены.

2) Вп = {*l •• • хеу\ Xi <=Вп\ ..., хе <=Впе
-, //e5? e+l

; ku ..., k e+i <k\
шах ki = k —l}, пе/. (3)

I<г<е+l

Обозначим

Bn = U Вп-(4)
к

Ввиду (3) совокупность 5 = {В п, пе /} является подсистемой си-
стемы qpj(M), которая вследствие (2) является системой с единицами
и содержит систему Л. Пусть С = {С п, пе Д} (/i /) правый идеал
системы А. Покажем, что при всяких с ь ..., ст е C n , п<= /ь öe
те / имеем Ci ... cmö е Сп , т. е. С является правым идеалом вВ.

Из (4) следует, что существует минимальное число k такое, что
b^Bk

m . Докажем утверждение индукцией по k.
Если k=l, то при b Е^т утверждение следует из того, что С

правый идеал системы А, а при b = е 7? из того, что имеем с 1 .. . стЬ
т /о

'— С\ . . . Cm@i Ci
Пусть при k > 1 утверждение уже доказано для всех k' < k. Соглас-

но (3) существуют х\ е Вт, ■■■, х Вт, у е Ве е+ \ ki, ..., ke+ i < k
такие, что b= х\ ... хеу. По предположению индукции с\ =

—С]. . . cmXi Сп, t=1,... ,I, с'\ ... с'еУ е Сп ,
следовательно, Ci ...
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..
. СтЬ =С\...Cm (М • • • %еУ ) —(П • • СтХ\ ) ... (Cj .. . СтХеу )

= с7 ]
..

. с'еУ е С п .
Теорема доказана.

Будем говорить, что конгруэнция q системы Менгера В = {В п, пе /}

разделяет элементы множества А = {А п , пе /} [А п <=,В п ), если
для всяких й], а2 е А п, пе/ из а^а 2 следует а х = а2 .

Лемма 1. Для всякого подмножества А системы Менгера В сущест-
вует максимальная конгруэнция системы В, разделяющая элементы А.

Доказательство. Утверждение доказывается так же, как и в
случае обычных универсальных алгебр (см., напр., [ 3 ]). Рассмотрим
совокупность К всех разделяющих элементы А конгруэнций системы В.
К не пусто, так как содержит нулевую конгруэнцию, и при помощи
леммы Цорна можно убедиться, что в К существует максимальный эле-
мент. Лемма доказана.

Теорема 2. Если система Менгера Б = {Б т, m g /} содержит
плотно вложенный в классе Ш(Н) правый, идеал А = {А п,

п <=£ 1}
(I с= / cr Н), то В является системой с единицами.

Доказательство. Предположим, что система А {А п , пе /}

является плотно вложенным в классе Ш{Н) правым идеалом системы
В = {\Вт, те /} и В не имеет полного набора единиц. Покажем, что
тогда существует система Менгера С= {C m которая содер-
жит В как собственную подсистему так, что А является правым идеа-
лом в С и всякая ненулевая конгруэнция системы С индуцирует ненуле-
вую конгруэнцию системы В. Получим противоречие с условием 2° опре-
деления плотного вложения, которое и докажет теорему.

По теореме 1 систему В можно вложить в такую систему с едини-
цами D= {Dm, me/}, что А будет правым идеалом системы D.
Пусть q максимальная разделяющая элементы В конгруэнция си-
стемы D, С = D/q. Так как q не склеивает никаких элементов из В, то
Б можно вложить в С. и С как эпиморфный образ системы с единицами
тоже является системой с единицами. Следовательно, В как система без
единиц является собственной подсистемой системы С и из определения q
ясно, что всякая ненулевая конгруэнция системы С индуцирует ненуле-
вую конгруэнцию и на В. Теорема доказана.

Элементы си с2 е Ат, те / системы Менгера А = {А п , пе /} на-
зываются равнодействующими справа, если при любых
а\, ..., ат е А п , пе / имеем а { .. . атс х —ах. .. атс 2 .

Теорема 3. Система Менгера с равнодействующими справа элемен-
тами не может быть плотно вложенным правым идеалом никакой си-
стемы .Менгера в никаком классе Ш(Н) систем.

Доказательство. Предположим, что система Менгера Л
= {Л п ,

пg /} с равнодействующими справа элементами еь с2 е Л&,
kg / (cj с2 ) является плотно вложенным в классе 9К(Я) правым
идеалом системы В = {Бт, те /} (/ / ö Я). Покажем, что тогда
существует система С= (Cm, me/}, которая содержит В как собст-
венную подсистему так, что А является в С правым идеалом и всякая
ненулевая конгруэнция системы С индуцирует на В ненулевую конгру-
энцию. Получим противоречие с условием 2°, которое и докажет теорему.

Займемся теперь построением системы С при помощи ряда лемм и
определений. Заметим, что по теореме 2 система В имеет при всяком
те/ единицы е™, ..

.
, ет g В .1 7 7 гг? т

Будем говорить, что элементы хи ... , хк е Вп, пе / имеют спе-
циальный общий делитель (с. о. д.), если существуют
Ь\, ■.., Ьт е £п, аь ..., ак е Лт, те / такие, что Х\ = Ь х .. . 6тЯ ь •• • >

= &! .
.

.



Лемма 2. 1) Произвольные а х , ... ,ак Ап,
п(= I имеют с.о.д.;

2) элементы е\, ..., ek
k

<= В к не имеют с. о. д.; 3) если x x ,...,xk (= В п,

пе / имеют с. о. д., то при всяких уи ... , у п ей,, /е/ элементы
У\ ■■ ■ УпХи ..., у\ ... ynXh еееВ е тоже имеют с. о. д.; 4) если х х ,..., xk е В ч ,

п<= I имеют с. о. д., то х х ... хк с х х х . .. хк с2.

Доказательство. 1. Утверждение следует из равенства
е™ .. , еп

п а х =\av ...,е* . . . е п
п а п

= а п . 2. Если предположить, что суще-
ствуют Ь\, ..., Ьт В к , аи .. ~ Ат, т<= I такие, что
el—(bi...b mai, ..., el= b x ... b mak, то i\ = е х . ,. ек с х= {b x ... b ma { ). ...

...{bi ... Ь таи)сх = Ь х ... 6 m (ai ... a feci) = b x ...
Ь т (а х ...

ak c 2) =

k h
= {b\ ... Ь та х ) ... {by... Ь так )с2Щ e x ... e x c 2 = c 2. 3. Если x{ =

=bi. .. b mah то уl. . . ynXi =У\ ... Уп{Ь\ .. . bmCLi) = {у l ..
. ynb i) .• .

... (y 1 ... УпЬт)аи i= 1, ..., k. 4. Если Xi = b x ... Ь таи i— I , ..., k,
TO Xj .. . XftCj = (&!

~
.

... (Ö! ..
.

b mah )Ci = *1 ..
.

. .
.OftCi) =

= ö, ... 6 TO (a, ... aft c2 ) = (Ö! ... b ma,i) ... {b 1 ... b mah)c2 —xx .. . xk c 2 .
Лемма доказана.

Обозначим
k 0»i 1 0 • 1 о=Bг , t ==Л, ... , k\ Сj = Cj, ]= I, 2,

•П И , о 1 1и пусть ei , ..., ек, т| =l, 2, Ci, С2 символы, не принадлежащие си-
стеме В. Определим индуктивно множества Wn, пе/, слов w над мно-
жеством

X=и В п и {е* ..., Bh, Ei, ..., Eh, cl с\ } (5)
nej

и веса h(w) этих слов.
Определение I.
1.1. Положим Bn^Wn при всяком пе /, положим также

81, eli, 81, ..., Sk, Ci, с\ еWh и h{b) =/г{е\) = h{e 2 i) h{cl j) = I
при всяком b е В, i = 1,

...,
k, j == 1,2.

Этим все слова весом 1 определены.
1.2. Если ,wm lFn , у е /г, те/ и /г. (оух) =. .. =

= h(wm ) h{v) =l, то выражение w\...wmv есть слово весом 2из
Wn, за исключением следующих случаев:

1.2.1. a»i ttim efi n , оеВ„; (6)
1.2.2. т=к, wu ..., wh G:Bn, и*== с}, /е{l, 2}; (7)
L2.3. rn —k, w ь ..

~ шА ебп иш ь ..., оуй, имеют с. о. д.; (8)

1.2.4. m=n=k, wi=&i
[

,
.. ~ Wh =Eh k

, г)т, ..., T]kGE{o, 1, 2}. (9)
Этим все слова весами 1 и 2 определены. Пусть h > 2 и все слова

весом меньше Лиз всех множеств Wn , пе /, уже определены.
1.3. Если wl, ..., шт е 1*7П , у №т) /2, те / и max /г (до*) = /i — 1,

/г (г;) =l, то выражение есть слово весом hиз W n, за исклю-
чением следующих случаев:

1.3.1. Слова Wi , i— 1, ..., т, имеют вид
Wi = w'l. . .w'ebi, (10)

где w/, ..., we
' e fn , bi B e, I<= J и выражение õj .. . не яв-

ляется согласно 1.2.1—1.2.3 словом.
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1.3.2. т=п к и слова wiy i= 1, .. .
, к , имеют вид

Wi = w'i ... Ш/

йBгТ?l‘, (1.1)
где w'u ..., ш'к е Wh , rji, ..., rj* е {O, 1,2}.

1.3.3. т=п = к, среди слов шт -, i— 1, ..., к, некоторые имеют
вид (И), а для остальных

Wi = w'i (12)
и

w'i е4 i= 1, ..., к, (13)
или

w'i =w"1 ... w"ebi, i= 1, ..., к, (14)
где w" i, ..., w"e e Wk , bi, ..., bk^Be, be /.

Слова wi, w 2 eWn считаем равными (w i = w 2) только при h(wi ) =

= h{w2) согласно следующему индуктивному определению.
Определение 11.
11.1. Если h(W\) h{w2) =l,toW\ = w 2 тогда и только тогда,

когда имеет место одно из следующих условий:
11. 1.1. ш ь w 2 <= В п , п<= J и W\, w2 . равны в системе В;

11. 1.2. w1 = 6? 1
, W 2 еj

12 и rji = pa, i= /;

i i
11.1.3. Wi =d , w 2 =Cj и i= j.
Пусть натуральное число /i> 1 и равенство , уже определено для

всех слов весом меньше h.
11.2. Если h{Wi) h{w2 ) —h, то Wi w2 тогда и только тогда,

когда W'-i, W 2 имеют ВИД W l =Vn .. . V lm Ul} W 2 v2l .. . V2m U2 И Vn = V 2U
i = 1, ..., m, U\ u 2.

Определим для всяких слов ..., wm^Wn , v e Wm, n, me /,

индукцией их произведение .. . wm v Wn.

Определение 111.
111. 1. Если выражение wi ..

. wmv слово, то произведение равно
этому слову. Если это выражение не является словом, то применим ин-
дукцию по h{v) h.

Пусть h= 1. Применим вспомогательную индукцию по g =

= шаxh{Wi). Пусть g= 1.
I^гСт

11 1.2.1. В случае (6) произведение определяется так же, как и в
системе- В.

111.2.2. В случае (7) положим Wi .. wk Cj Wi ... WkCj , где послед-
о

нее произведение ввиду ij<=Bk уже определено при помощи 111.2.1,
111.2.3. В случае (8) положим при v=е! , что Wi ...WkSi =üfi.

При v^B k , v— с/ произведение уже определено при помощи II 1.2.1
и 111.2.2.

111.2.4. В случае (9) положим � при всяких b^Bk , 1 i
г], T)i, :. ~ л* е{o, 1,2}, geE{o, 1}

� Заметим, что по п. 2 леммы 2 определения - 111.2.3 и 1 11.2.4 не пересекаются.
Кроме того, легко проверить, что пригц =... = rj *. =o,т. е. при ei 1

, . . . ek l eBj,
определение 1 11.2.4 не противоречит 111.2.1, 111.2.2, а формула (17) при |= 0, т* е.

cf е fi*, не противоречит (15) и формула (16)-при г| =O, те. е? ей*, также не
противоречит (15).
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е l!*. .
. еп*Ь =Ь, (15)

1 к ’

..
. 8^8Т> =8” ,

(16)
1 И г I

е’ 11
.

. . е ll = с°- ,
(17)

1 h j Oli)* j 4 7

где ц = max г\ х и * обозначает следующую бинарную операцию на

множестве {0,1,2}:

I г)
/

,
если г\ —O.

Этим произведение в случае g= 1 определено. Пусть g 1, g= g&
и произведение уже определено во всех случаях, когда g go.

111.3.1. В случае (10) положим w x .. . wmv w' x ... we'\b x .. . b mv) -

Согласно 111.2.1— 111.2.3 произведение v,
= b x ...bmv уже определено н

является словом весом I, следовательно, ввиду таxh(w'j) < go произ-
jCe

ведение w/ ... we'v' по предположению вспомогательной индукции тоже
определено.

111.3.2. В случае (11) положим

Wi .. . Wk V = w'i... w'k (ei 1 ... 8 h hv). (18)

П 71Согласно 111.2.4. произведение ei 1 ... e*. hv =и' уже определено и яв-
ляется словом весом I, следовательно, ввиду max h{w'j) <; go произве-
дение w x .. . wh'v' по предположению вспомогательной индукции опре-
делено.

111.3.3. Если выражение w x ...wmv не является словом согласно
1.3.3, то обозначим г)* = 0 для всех индексов i, 1 i к, при которых
слово Wi не выражается формулой (11), и определим произведение фор-
мулой (18).

Этим произведение определено во всех случаях, когда h{v) = 1.
Пусть h 1, h{v) = h и произведение уже определено во всех случаях*
когда вес последнего сомножителя меньше h.

111.4. Если и—V\ . .. v eu, то положим
Wi... W m v = {Wi .. . WmVi). . .{Wi. . . Wm Ve)U. (19)

Ввиду h(Vi) < ho, i = 1, ..., /, h{u) <ho последнее произведение по
предположению индукции уже определено.

Относительно приведенных определений можно заметить следующее-
Замечание I°. Если выражение w x ...wmb, b(= Вт, слово, то

для всякого V е Wm, h{v) —l, выражение wx ...
wmv тоже слово.

Замечание 2°. Пусть выражение w\ ... w\e] слово. Если выра-

жение ш'г = w'i ... w'kSi i словом не является (что может случиться
только вследствие 1.2.1 или 1.3.1 при sj ф Bk , Ви) ,то Цг = О
и выполняется (13) или (14) ипо 111.3.1, 111.2.1 выполняется (12).

Замечание 3°. Если выражение wx ...WkV не является словом
из-за 1.3.3, то все слова Wi , i— 1, ..., k, можно представить как про-
изведения вида (11). Действительно, ввиду (13), (14) имеем по 111.2.1,

о л.111.3.1, что w'i ... w'hEi = w'i, и, учитывая (12) , имеем Wi = w i ... w hei l
,

где r], = 0, если слово vl\ не имеет вида (11). Учитывая это и сравнивая
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определения 1.3.1—1.3.3, получим, что если выражение wx .. .
wm v, tn е/,

не является по этим определениям словом, то выполняется
1.3'. Слова Wi , i = 1, ..., m, можно представить как произведения

вида
Wi w'i... w'tVi, (20)

где
max h{w'i) < max h{wi) , (21)

h{vt )= 1, (22)
и выражение v x ...vmv не является согласно 1.2.1—1.2.4 словом. Из
111.2.1—111.2.4 ясно, что последнее условие эквивалентно условию

h{vi...umv)= 1. (23)
Согласно 111.3.1 —111.3.3 произведение w i . ..wmv в этом случае опре-

деляется формулой
Wi... wmv =w\ .. .w't (Vi . .. u mv). (24)

При помощи определений I и 111 легко проверить, что верно и обрат-
ное утверждение: если h{v) = 1, слова шг- имеют вид (20) и выпол-
няется (23), то выражение wx .. . wmv не является вследствие 1.3.1—1.3.3
словом и из сказанного выше следует (24).

Лемм а 3. Для всяких х и ... , хт е Wn , у и ..., уе е Wm, z<= We>
и, m, /g / выполняется (1), т. е. совокупность W— {Wn, пе /} си-
стема Менгера.

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по h = h (,г).
Пусть h (г) = 1.

Если выражение у х .. . yez слово, то (1) следует из (19) при ху =

= Wi, yi = vi, z = и. Предположим, что выражение y x ...yez не яв-
ляется словом и применим вспомогательную индукцию по g = maх/г(г/ г).

I<г<е
Пусть £= 1. Из определения 111 ясно, что тогда

h{yi...yez)= 1. (25)
1. Случай, когда

УU •••, (26)
ZGE В е ИЛИ /= k, Z = с]. (27)

Из 111.2.1, 111.2.2 следует, что тогда
yi...yeZ(= Вт. (28)

Если выражение Х\...хту\ слово, то по замечанию 1° выражения
*i •• • хтуi {i =2, ..., I) тоже слова и (1) следует из 111.3.1.

Предположим, что выражение хх ... хту\ не является словом и при-
меним вспомогательную индукцию по f = шах /Длу). Пусть f = 1.

1.1. Если
Xi , ...,im eö„, (29)

то (1) следует из определений II 1.2.1, II 1.2.2 и из факта, что в системе
Менгера В тождество (1) выполняется.

1.2. Если

п=т== k, х { = el 1
, (30)

то ввиду (26), (28) имеем по (15)

Xi...xhyi =yu I=l, (31)



X1 ... хк {у1 ... yez) = у 1 ... yez. (32)
Из (31) и (32) следует (1).

Этим утверждение леммы при f 1 доказано. Пусть натуральное
число /о> 1, f— fо и утверждение уже доказано при f<' fO .

1.3. Если выражение х х .. . хту х не является словом вследствие опре-
делений 1.3.1—1.3.3, то ввиду замечания 3° обозначим = Wi, где слова
Wi имеют вид (20). Тогда из (24) следует при v= yu что

Xi...xmyi = w'i...w't{Vi...vmyi), I=l, ...,
/, (33)

и согласно (23)
h{Vi ... Vmyi) =l. (34)

Ввиду (26), (28) и замечания 1° выражение v { ... v m{yx ... yez) тоже
не является словом, ииз (24) при v= у х .. . yez следует

xi ... xm {yi ... yez) —w'i... w' t {v 1 ...vm {yi... ye z) ). (35)
Учитывая (21), (22) и (26), имеем по предположению индукции

{w'i... w' t {vi... vmyi) ) • • • (a>'i ...w't {ui... v mye)) z =

= w\... W't {{Vi... v myi) ...{Vi... v mye ) z) , (36)
{Vi... ümyt) ...{Vi... V mye )Z=Vi...Vm {УI ■. . IJeZ) . (37)

Из (33), (35) (37) следует (1).
2. Случай, когда

I= k, yi, ..., yh <= B m и Уl, ..., tjk имеют с.о.д. (38)
Заметим, что кроме (26), в этом случае по 111.2.3 выполняется и (28).
Если выражение х х ... хту х слово, то доказательство совпадает

с таковым в случае 1. Предположим, что выражение х х ...хту х не яв-
ляется словом и применим вспомогательную индукцию по / = max h{xt).
Пусть f 1. Ввиду (26) надо рассмотреть следующие случаи.

2.1. Если
т= k

,
x'i, ...,%еВп и Хи Xh имеют с.о.д., (39)

то предположим z = е7], ц 0, так как ввиду того, что выполняются
(26), (29), случаи z Bh , z с l. уже рассмотрены в 1.1.

По 111.2.3 ввиду (38) имеем
yi...yhz = yt, (40)

и так как по п. 3 леммы 2 из (38) следует, что слова Х\ ... хту £ ,

i = тоже имеют с.о.д., то по 111.2.3
{XI... X myi) ...{XI...ХтУк) z = Xi... X myt . (4 1 )

Из (40) и (41) следует (1).
Если имеет место (30), то доказательство совпадает с таковым в

случае 1.2.
Этим утверждение леммы в случае 2 при f = 1 доказано, а дальней-

шее доказательство совпадает в таковым в случае 1.
3. Случай, когда

т=/ = k, у { = i= (42)
Если все выражения w{ =хх ... ХьУг{l —l, ..., k ) слова, то они

имеют вид (11), где ш/ = я*, ииз 111.3.2 следует (1). Более того, если
хоть одно из выражений ш* слово, то согласно замечанию 2° выпол-
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няются (12) —(14) и из II 1.3.3 следует (1). Поэтому предположим, что
ни одно из выражений Wi не является словом и применим вспомогатель-
ную индукцию по f max h{Xi). Пусть f l.

3.. L Если выполняются (26) и (29), т. е. rji =
...

== Цк =O, то при
z^Bh или z= с\ этот случай уже рассмотрен в 1.1, а при z = е 1)

J I

имеем согласно 111.2.4
Iji...yk z = z (43)

и согласно II 1.2.1
xi... xk y( =xh i= 1, ..., k. (44)

Из (43) и (44) следует (1).
3.2. Если имеет место (39), то по 111.2.3 получим (44).
Если z^Bk или 2 = еТ| , то по 111.2.4 получим (43), аиз (43), (44)

следует (1). Если z = с\, то согласно 111.2.4 имеем

tyi ... yhz =ei ... eh hCj = ch , (45)

где /i = ( шах г]г)*/.
Ввиду (39) имеем согласно п. 4 леммы 2, что

0 0
X1... xk Cj l = Xi... xk Cj

, (46)
а no 111.2.3

Xi ... xkc° = Xi... xh c] = Xi... xk z. (47)

Из (44) (47) следует (1).
Этим утверждение леммы в случае 3 при f 1 доказано. Пусть на-

туральное число fo > 1, f=fo и утверждение уже доказано при f<С fo-
-3.3. Если выражения xt <■<. ХнУи- i= 1, ...,£, не являются словами

вследствие 1.3.1—1.3.3, то обозначим Xi = Wi, где слова Wi имеют вид
(20) и так же, как в 1.3, получим (33), (34).

Если выражение Ui . .. Vk{y i ... Уьг) не является словам, то так же,
как ■ в 1.3, получим (1). Поэтому предположим, что выражение
v x . . .Vh{yi ... ykZ) слово.

Если 2<= Bk или z = с/, то по 111.2.4 имеет место (28), но тогда
выражение Vy... Vh{y\ ... ykZ) не является словом, ибо в противном слу-
чае выражения v x ... vkyi являлись бы ввиду (28) согласно замечанию 1°
тоже словами, но это противоречит (34). Поэтому надо рассматривать
лишь случай z = еТ По (16) получим (43). Согласно замечанию 2° вы-

ражение vi ... Vh{yi ■■ ■ UkZ) = Vi ... VkZ = Vi ... ühe j является словом, а
ч .

выражения vi ... Vkgi = v\... VkEi 1 не являются словами только при
Г} >о, Г)1 = ... = Т|Л =O, Vi, ~ ~ ük €Е Bt, но тогда по 111.2.1

Vi ... vkyi =щ, i= 1, .... k. (48)

Из (33), (43) и (48) следует (1).
Этим утверждение при g = 1 доказано. Пусть натуральное число

go > 1, g = go и утверждение уже доказано при g< gO .
4. Случай, когда выражение у\ ... yez не является словом вследствие

1.3.1—1.3.3. Тогда у; = Wi, где Wi имеют вид (20), и согласно (23)
h{vi...vez)= 1, (49)



а из (24) следует, что
y 1... = w'i...w /i{Vi...vez). (50)

Вследствие (21), (49) по предположению индукции имеем

Xl ... Xm {w'l .. . w't {Vi... V ez ) ) =

== {Xi . . . XrnW'i) . . .{Xi . . . XmW't) (Vi...Vez). (51)

Вследствие (22) по предположению индукции имеем

{XI. .. X mw'i) .. . (*1 .. . Xmw't) [Vi. .. V ez)
= ( (A'l . . .Xmw'i) .. . {Xi .. . Xm w't) Vi). ..{{Xi. . .

Xmw'i) .. . {Xi .. . X mW' t ) V e) Z.
(52)

Вследствие (21), (22) по предположению индукции имеем

(X1... Xm w'i) ...{XI... Xmw'i) Ui = X1... Xm (w't .. . W' tVi ) =Xt. . . Хту { . (53)
Из (50) (53) следует (1).
Этим утверждение при h= 1 доказано. Пусть натуральное число

l, h= h0 и утверждение уже доказано при Если слово г
имеет вид z=wx . . . w t v, то ввиду шах h{Wi) < hq, h{v) = \ <ihQ по
предположению индукции имеем

Xi •
. .Xm (yi ■■ ■ yeZ) =XI . ..Xm {yl . ..ye {Wi .. . W tv))

= Xi... Xm {{yt . . . yeW\) . ..{iji... ye wt ) u) =
= (Xi ... Xm {yi ••

• yeWi) ) ..
. {XI ... xm (г/1 ... yew t) )v==

( {Xi • • • ХтУ\) ■ • • {XI
•

• • X mye) UU i) • • • ( (-П • • • Хтуд) • . . (-П . . . ХупУе) UUt) V
= {xi...xmyi) ...{XI... xm ye ) {Wi... w tv) =

•• ■ X rnyi ) .. . {Xi .. . ХтУе) Z,
Лемма доказана.
Из 1.2.1, 11 1.2.1 следует, что А и В являются подсистемами систе-

мы W.
Лемма 4. Система Менгера А = {А п, пе /} является правым

идеалом системы W.
Доказательство. Покажем индукцией по h = h{w), что при

всяких <2], ..
~ ат е А п, пе/, w <= Wm, те /, имеем а х ... am w е А п .

Пусть h{w) 1.
При wе Вп утверждение следует из того, что А правый идеал

системы В. Если m=k, w = &1), rj >* 0 или w = сl
., то ввиду того, что

согласно п. 1 леммы 2 элементы а и ...
, имеют с.о.д., гю 111.2.3

1 0 л ,«1... ahCj = öi... ühCj е Лп ; Ö1 ... UhEi =ai е А п. Этим утверждение при
h 1 доказано.

Пусть натуральное число h0 >■ 1, h{w) = ho и утверждение уже до-
казано во всех случаях, когда h{w) С h O . Если w ... wev, то ввиду
шах h(wi) < h O, h (v) = \<^h o имеем по предположению индукции, что

г
а х .. . amw =Я] .. .am {wх ... wev) = {а х ... am Wi) .. . {ах ... a mwe )v e Л„.
Лемма доказана.

Лемма 5. Если конгруэнция q системы Менгера W индуцирует на
подмножестве X (см. (5)) ненулевую конгруэнцию, то р индуцирует не-
нулевую конгруэнцию и на подсистеме В системы W.

Доказательство. Покажем, что если существуют wx,w
такие, что W\qw 2, то существуют и Ь\,Ь Ь х фЬ2 , такие,,

что b]Qb 2 . Переберем все возможные случаи.
1. w i

= с\, w2
= с\. Здесь е®. . . ejc* = с®, е®. . . е®с* с®, следо-

вательно, C®QC®.
2. w л

= с\, wп е*!. Здесь е°. ..е® с1 = с®, е®. .. е® еll = еll
,

следо-
-1 1 2 j 1 к I 11 к- о j
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вательно, с^ре1) и ввиду Лре*) приходим к случаю Лрс®-, разобранному
в следующем пункте.

3. w = сl
, wеЗ . Если w фс°, то е°. ..е° с 1=с°, е°. ..е° w =w

1 l’ 2 k 2 1 1 ÄI 11 k 2 2
и c\qw 2 . Если w 2 = c°t , то . . e\c\ = c®, e*• • •

=с® и c®pc®.
t) Ti 0 0

4. wi =Bi \ w 2 =sj . Если iф j, то пусть сц = cly a 3 = c 2, ait
cii- 1, ai+ 1, cij- 1, dj+i, dk^Ak . Так как согласно п. 1 лем-

г] О
мы 2 элементы di, ..., ak имеют с. о. д. ( то öi ... dhEi =di = Ci,
а .., а e® s =а.= с® и c®pc®. Если w. e\. w=e2 то e?... e° ...

1 h ] j 2 1« 2 1 J 2 j 1 j—l ] .I+l
.. .e°h c\ = c°, e“,.. eW +1 ... e“ +=c« и c»qc“. Если а, = еЛ, wz —e°.
то e«... e9_, e*e»

+~.. ejc‘ = cj, e{... e®_, e»e» +1 ...e*c| =с» и c»e c«.
5. Ш1 , = gj,

1 w2^Bh . Случай w2 разобран выше; если же
о о oio 'oo оо о о оо

W 2 ф B j, ТО 81 .. . Bj-iBj Bj+l .. . Bft Ej == 8j; 81 .. . .. . Bft 8j = И
0ay 2QBj.

1112
Так как W\ и ш2, а также ci и с2, ej, ej равноправны, то по соображе-

ниям симметрии больше случаев рассматривать не надо. Лемма дока-
зана.

Пусть 0 максимальная конгруэнция системы W, разделяющая
элементы множества X, и пусть С = W/Q. Так как 0 не склеивает ни-
каких двух различных элементов множества X и В е X, то В можно
естественным образом рассматривать как собственную подсистему си-
стемы W, причем из леммы 4 следует, что А является правым идеалом
системы С. Из определения ясно, что всякая ненулевая конгруэнция
системы С является ненулевой и на подмножестве X, следовательно,
в силу леммы 4и на подсистеме В X. Теорема 3 доказана.

При /
=. J = Н = {l} из теоремы 3 вытекает

Следствие. Никакая полугруппа с равнодействующими справа
элементами не может быть плотно вложенным идеалом никакой полу-
группы.
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J. HENNO

MENGERI SÜSTEEMIDE TIHEDALT SISESTATUD PAREMPOOLSED IDEAALID

Töös on leitud tarvilikud tingimused selleks, et Mengeri süsteem A oleks süs-
teemi В klassis Ш(Я) tihedalt sisestatud parempoolne ideaal, kus Ш(Я) on kõigi
Mengeri süsteemide A={A n klass, milles / Я.

J. HENNO

DENSELY EMBEDDED RIGHT IDEALS OF MENGER SYSTEMS

The necessary conditions are found for Menger system A to be densely embedded
right ideal in Menger system B.
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	Рис. 1. Зависимость дипольной энтропии системы КС1—(ОН)~ от напряженности электрического поля Е|| [ 100] при постоянной температуре. Параметром кривых служит коэффициент покрытия f, Т= I,o° к.�㸄㜄䌄㘄㐄〄丄䤄㠄㰄 䄄㈄㔄䈄㸄㰄㬀  㴄〄䜄〄㬄㸄 ㈄㸄㜄䌄㘄㐄㔄㴄㠄伄Ⰰ ㈀ 㨄㸄㴄㔄䘄 ㈄㸄㜄䌄㘄㐄㔄㴄㠄伄⸀�尀甀　㐀㌀攀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀攀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀　尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀挀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㜀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㌀愀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㐀昀尀甀　㐀㐀㤀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㔀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㐀戀尀甀　㐀㐀㔀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㌀㤀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㔀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀昀尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀　尀甀　㐀㐀　尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀㈀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀戀尀甀　㐀㐀挀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㌀尀甀　㐀㌀攀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　㐀㌀挀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㐀㠀尀甀　㐀㌀㔀尀甀　㐀㌀搀尀甀　㐀㌀㠀尀甀　㐀㐀昀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㐀尀甀　　㈀　尀甀　㐀㌀㈀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀㜀尀甀　㐀㌀㐀尀甀　㐀㐀㌀尀甀　㐀㐀㔀尀甀　㐀㌀攀尀甀　㐀㌀挀尀甀　　㈀攀Ā�
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	Рис. 1. Изменение относительного скоростного напора вдоль оси изотермической газовой струи и горящих газовых струй в зависимости от степени их предварительного смешения с воздухом.�湴ऀऀ��㰀⼀봧긥熯ʀ颸ᜄऀऀĀ�ऀऀ䀄���⢶湴⼀昀颸㴘爀㸀ꜧꐥরʀ墊ഄऀऀĀ�ऀऀ���⢶湴ഀꢺ㴘ऀऀꄧꈥʀ蠘㘁⼀搀Ѐ�㸀ഀ����접㘁ऀऀ��㰀搀�ʀ恆ഄ∀䐀Ԁ�䰀㌀킜뀖��⢶湴倀䔀��倀䄀픧혥䞳ʀ�䠀∀Ā�刀䐀픃���⢶湴㸀ഀ뢶㴘ऀऀ�찥ʀ⢺ᜄऀ㰀Ā�瘀 怀���⢶湴嘀䰀��㤀∀�妵ʀ�∀吀Ā�吀∀뜂���⢶湴ऀऀᢷ㴘ऀऀ쌧쀥㲶ʀ恆ഄ爀㸀Ԁ�ऀऀ遧넖��⢶湴ऀऀ��㰀愀촧︥憷ʀ壈ᨃ吀夀Ѐ�㴀∀����꣨ഗ 䘀袳㴘䔀䤀⊸ʀ颸ᜄ伀　Ā�　㔀휄���⢶湴一㴀뢹㴘㔀开スʀ좺ᜄ㐀∀Ā�ഀ锄���⢶湴ऀऀ��ऀ㰀ﬧ為ʀシᜄഀĀ�ऀऀ꜄���⢶湴㰀⼀梸㴘瘀㸀ʀ⢺ᜄऀऀĀ�ऀ㰀���⢶湴ऀ��ऀऀᰥ়ʀ좺ᜄ椀瘀Ā�䐀㴀洄���⢶湴㔀　��吀夀ᨥ㶽ʀúꌕ吀䠀Ā�∀ ���⢶湴∀㐀��ഀጧဥাʀシᜄऀऀĀ�㰀昀缄���⢶湴ऀऀࢻ㴘ऀऀᴧลিʀ蠘㘁愀爀Ѐ� 䈀����접㘁∀䤀��䔀䘀ܧХ䛀ʀ恆ഄ䤀䐀Ԁ�䄀䰀탠뀖��⢶湴㔀∀��䔀䜀ħȥ㷁ʀ좺ᜄ开吀Ā�　　锄���⢶湴ऀ��ऀऀଧ㠥ূʀ�⼀昀Ā�爀㸀����⢶湴ऀऀ碽㴘ऀ㰀㔧㘥槃ʀ䡛㴁ऀ̀�ऀऀĀ���⢶湴椀瘀��ऀ㼧Ⱕৄʀ壈ᨃ㰀⼀Ѐ�瘀㸀�����ऀऀꣀ㴘搀椀㤧⨥ළʀ壈ᨃऀऀЀ�㰀搀����죫ഗ∀䐀뢼㴘䰀㌀⌧‥⋆ʀ颸ᜄ倀䔀Ā�䄀刀萁���⢶湴 䐀죁㴘䤀䐀ⴧ帥䷇ʀ墊ഄ䴀䐀Ā�刀吀���⢶湴∀ 㴘䈀䔀圧吥⋈ʀ䡛㴁琀攀̀� 攀Ā���⢶湴 洀��椀瀀儧別旉ʀ恆ഄ搀愀Ԁ�ഀ郣뀖��⢶湴ऀ㰀��瘀 嬧䠥㷊ʀúꌕ嘀䰀Ā�㈀∀܀���⢶湴∀䠀��䐀䤀䔧䘥⋋ʀ恆ഄऀऀԀ�ऀऀラ뀖��⢶湴 䤀��∀䐀伧簥䳌ʀシᜄ∀ Ā�倀䔀꼄���⢶湴䔀∀⣂㴘ऀ䤧稥্ʀúꌕऀऀĀ�瀀琀܀���⢶湴ऀऀ��ऀऀ猧瀥㳎ʀ⢺ᜄ愀 Ā�吀夀ℂ���⢶湴刀䔀�� 䘀紧渥䗏ʀ좺ᜄ∀䄀Ā�伀　鐄���⢶湴䈀䔀��一㴀朧搥㗐ʀ�　　Ā�㘀∀���⢶湴ऀऀ䢽㴘ऀऀ愧戥⿑ʀ⢺ᜄ爀㸀Ā�ऀऀ漁���⢶湴㰀⼀��瘀㸀欧頤ʀúꌕऀऀĀ�⼀搀܀���⢶湴ऀऀ��ऀऀ锨阤槓ʀ蠘㘁䐀㴀Ѐ�䤀嘀����접㘁吀夀��㴀∀鼨谤䓔ʀ
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