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М. ЛЕВИН

О НАИЛУЧШИХ ФОРМУЛАХ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ
С ФИКСИРОВАННЫМИ УЗЛАМИ

1. Случай квадратурных формул

Рассмотрим формулу

где Xi, ...
, Хп заданные числа из отрезка [O, I].

Пусть gm {x,u) непрерывная на квадрате [O, 1; 0, 1] функция, удовле-
творяющая условиям; функции gm {A\, и), ... , gm{hn, и) линейно неза-
висимы,

где

Через WL2 {gm) обозначим класс всех функций f{x), на отрезке [О, I]
имеющих абсолютно-непрерывную производную порядка m —l, про-
изводную порядка т, для которой норма !|f(m )(x) ||ь2 М, и допускающих
представление

Формула (1) называется наилучшей в классе функций WLt {gm)>
если в ней веса А\, ... ,А п выбраны так, что величина

принимает наименьшее значение.
Теорема I. Среди формул (1) в классе функций WL2 (gm) наи-

лучшая формула существует, причем ее веса могут быть вычислены по
формуле

ff(x)dx= yj Ajtf{lh) + Rn{f),
о ft=l

1
d m Г

gm(hu U) = -J- Jgm(Xft, V) gin {tl, v) dv {k =1,... , П) ,

C

1
d m Г

фm{u)= J фm{v)gm {tl,v)dv,
о

1
фт («) = J gm{X, tl) dx.

0

■f(*) = ff(m) (“)gm(x, U) dll.
о

RnM sup \Rn{f)\
f^WL2 (g n)

Ä(0

Ai = -J- (i= 1, ..., n).
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где определители

и числа

Верхняя грань ошибки наилучшей формулы

где

Доказательство. Подстановкой (2) в (I) легко убедиться в
справедливости (4). Существование наилучшей формулы, т. е. min /Сг>следует из линейной независимости функций gm {hk, и). Веса этой фор-
мулы в виде (3) мы получим, если решим систему

методом Крамера, что и доказывает теорему.

а) Класс 0,1) (m> 1), состоящий из функций f(x), имею-
щих на [o,l] абсолютно-непрерывную производную f(m-1[(x) и удовле-
творяющих условиям: llf(rn) liz, 2 М, [(0) =f'(0) = ...= =O.
Для этого класса, который рассматривался в [ l>2 ], gm (x, и) • (т — 1)! =
■= (х —и)т~]Е {х и).*

(2г)б) Класс WoiL2 функций f(x), имеющих на [o,l] абсолютно-непре-
рывную производную порядка 2г—l и производную порядка 2г, огра-
ниченную по норме в Ь 2 числом М, и удовлетворяющих условию

f(0) = f(l) = r(0) = f'(l) =... = fW(0) = = 0. (5)
Функции этого класса допускают представление (2), где надо взять

т 2г, g2r {x,u) ~ G{x, и). Здесь G{x, и) функция Грина для опе-
ратора d2r /dx2r с краевыми условиями (s).**

При г 1 этот класс рассматривался, например, в [3 ].
Приведем пример возможного решения экстремальной задачи в клас-

сах функций, для которых выполнения условия (2) не требуется.
(2г)Рассмотрим класс WL ., функций f{x), имеющих на [o,l] абсо-

лютно-непрерывную производную порядка 2г —1 и производную по-
рядка 2г, ограниченную в Ь2 по норме числом М.

Для этого класса функций среди формул вида

* Функция E{x~u)= 0 для х и и Е(х — и) = 1 для д:>д
** Отметим, что для нее
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(i) п 1 пA ul = \§kj А= |f gm{hh, U) gm (Xj, u)
0

г 1

1 tl) gm{hj, U)du, k i
ii) j 0

ŠV ~

j i
f <Pm(u)gm (?ij, U)dll, k = i.

I 0

Rn = Mб,

б= ||/С(и) Hx.2, К{и) фт(м)— JŽJA h gm{kh, и).
k—i

= ° (/=1

Приведем примеры классов \VL .2 {gm).

Sf(x)dx = 2A„f(ik )+ 2 [B 4 p)(0)+ CJW(I) ]+ (П
0 h—l k=o

1
Г ит {и—\)т

ф2г(и)— / G(x,u)dxJ ■ (2г) lо
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требуется выбрать наилучшую. Здесь Ль ... ,Х п заданные числа, от-
личные от 0 и 1.

По теореме I для класса Wo\l[ в наилучшей формуле (6) веса
А l, ... , А п могут быть вычислены по (3), где m—2r, g2r {x, и) =

c=G{x, и) - функция Грина, определенная выше. Обозначим эти веса
через

(2г)
Теперь вернемся к классу WT,2 л Пусть в (6) веса Л\, ... ,А п есть

числа (7). Потребуем, чтобы (6) была точна для f{x) —l, х, ... , х2г~ 1.
Это приведет к системе

где,

Определитель системы (8) отличен от нуля. Пусть решениями этой
системы*** будут

(2г)Покажем, что среди формул (6) наилучшей для класса WL .,

является та, у которой веса есть числа (7) и (9).
Для этого отметим такой факт.
Пусть F 1 иF2 — J множества функций такие, что F\CzF 2, R{f)

аддитивный функционал на F 2, для каждой функции f 2 найдется
такая функция ф/, что f -f- ф/ е /д и R{(ff) =O. Тогда

Если взять F2 =wtV. Ft =wSL R(f) = Rn{f), -<р,= Я2г_, (*)

многочлен степени 2г — 1, удовлетворяющий условиям

и учесть, что формула (6) с весами (7) и (9) точна для любого много-
члена степени 2г —1, то по (10) мы получим

Для рассматриваемой формулы величина, стоящая в (И) справа,
принимает наименьшее значение, значит то же можно сказать и о вели-
чине, стоящей в (11) слева, т. е. формула (6) с весами (7) и (9) есть
наилучшая в классе Wl? .

Отметим, что наилучшие в классах функций квадратурные формулы
с заданными узлами и с требованием быть точными для многочленов
некоторой степени, рассматривались в ряде работ, например, в [ 4-7 ].

*** Их можно выписать в явном виде по формулам Крамера.

л;, ..., А* .1’ п

S(ahißk + fikiCh) =Уг {i —о, 1, .... 2r —1)
k= о

«кг = 0 {k Ф i) , ahi =k\ {k i) , Рьг = 0 (t <k)

Pm = «/(* *) I yi=U{i+l)-2A\K-
fe=i

B\ , С\ ..., С* .
О г—l 0’ г—l

sup |/?(f)l = supl#(f)|.
/efs f*=F t

да, (0) = Р(0), (1) = р(!) (i = 0 1),

sup \Rn (f)| = sup \Rn } if)\.
t lV7

(2r)
f TV7

{2r)
l2 f^WoiL 2
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2. Случай кубатурных формул

Пусть V есть r-мерный куб: 0 лу 1 (/.*= 1, ... , г), х
~ (х ь ... , хг ) , й= {и и ... , ur ) , dvx —dx\ .. .dx r , dv u = dii\ ... ddr.

Через •• •, gm r ) обозначим класс функций f{x), которые в
кубе V имеют абсолютно-непрерывные производные

и производную

ограниченную по норме в L 2 числом М, и которые допускают представ-
ление

где функции gm
k {Xh,Uk) (k=\ г) (каждую из них рассматриваем

с соответствующим набором чисел Ям, Я&п k
), определены в начале

статьи.
Примером такого класса могут быть все функции f{x,y), для кото-

рых в квадрате [ОД; ОД] производные flV] {х, у) (t 2, / 2,
(4)iД-/<Д 4) абсолютно непрерывны, \\fx2y2{x, y)\\L 2 которые удовле-

творяют условию f{x, 0) =f(x, 1) ==f{o,y) =f(l,y) =O. Для функций
этого класса g2 (*, и) {х и)Е{х —и) х{ \ —и).

Рассмотрим кубатурную формулу

где узлы kji (/ =l, ...» г; ij =l,. . ~ пД фиксированы.
Среди формул (13) наилучшей в классе WLa {gmi , . .., gm r

) назы
вается та, для которой величина

принимает наименьшее значение.
Теорема 2. Веса наилучшей формулы (13) в классе

Wb 2 {gm lt ..., gm r ) имеют вид

где Aij (Д=l, ... ,пД веса наилучшей в классе WL2 {g m .) фор
мулы (1) при п>= rtj, яk hjk {k=\, ... , Uj). Для этой формулы

2 ENSV TA Toimetised F*M-2 1970

(ij+...+J r)

f x
< , x

<

T
(-f) (ii -f- ... -j- iv <C Mii +•• • + ммг ; i'i mi, ... i r MZr )

f X™i...x™r (*)

(771 -\~,..-\-TTL ) Vf{x)=lfj 1...*™г (“) П gmk {Xh,Uh )dv u,

V 1 ' ft=l

ff{x)dv x =

1
■• ~ K,i r ) + R{f),

v h JV=l

R= sup \R{f)\
igm , ■■■, gm )

Z I T

(ni) (n r )

Ai 1...i r =A il ...A ir {ij= 1, j = 1, r)

k—l h= l
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где

Доказательство. Нетрудно увидеть, что

где

Учитывая линейную независимость функций

получаем, что веса А *~.л г наилучшей формулы (13) представляют един-
ственное решение системы

. («j)
Используя определение чисел А{. , непосредственной проверкой

убеждаемся, что числа (14) удовлетворяют системе (17), что доказывает
первую часть теоремы.

Для доказательства (15) воспользуемся следующим фактом; если
Фь .. • , ф п линейно независимые функции из Li и величина

достигается при A k
= A*k , то

Учитывая это, мы получаем для наилучшего приближения в Li
функций

следующие равенства

е» = “) djc || v 6 * = Fb (“)||v
О

1 n h (nft )

Afe(w) / §m h
u)dx Ai h gm k {lhi k , u) (k ,Г)

0 i k=l

Л = Й||К(Й)||

r i nu ...,nr г

K{ü)= П J gmh {Xk,uk )dxk — 2J Аи...l г ПBтк {Ьмк , Uk )

h= l 0 i j, i,—i h=l

Г

// §т h hi Hft) (ih 1, .• • > k 1» ■■ • i >

fe=l(

R= 0 {jk =l, ••

•,
nh \ k=\

ÖA*i-* r

n
min ||ф ]£Акщ\\I I Lj2{Лл } k=i

Цф -jtAiifkf = ||<p|p -jj 2
fc=l ft=l

1 71 h

J §mk {Xk, Mk) dXk Суммами Aik §m h [hki ь » l^h)
0 ik =l

1 ГГ (n fc ) 12
Ö2h

= Q2h~J 2Ai k Srnk {^hik , Uh) J duh (k=\ , ...,r).
О г*=l
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Так же для наилучшего приближения в L 2 функции

суммой

мы. получаем, воспользовавшись формулой (14), что

Отсюда после упрощения правой части с помощью равенств (18) мы
получим, согласно (16), для наилучшей в классе WL2 {gm ,, .. ~ gmr )

формулы (13) равенство (15).
Этим теорема доказана.
Приведем пример решения экстремальной задачи для класса функ-

ций, в определении которого не требуется выполнения условия (12).
Через F обозначим класс функций f{x,y), имеющих в квадрате

(t+j)
D— [0,1; o,l] абсолютно-непрерывные производные fx > ys (i 2, / 2,

,

(4)
i -f- j< 4) и производную fx? y2, ограниченную по норме в метрике L 2
числом М.

Для функций этого класса среди формул вида

где узлы (Ян, X2 j) (i =l, ... , ri\, j— 1, ... , n 2) фиксированы, Хю =>

= X2O=O, Xini+i = Хапг-ы = 1, L контур области D, требуется найти
наилучшую, т. е. выбрать числа А , так, чтобы величина

приняла наименьшее значение. ****

Через Fqi обозначим класс тех функций из F, которые удовлетворяют
условию f{x, 0) =f {х, 1) =/(0, у) == f (1, у) =O. Функции этого кдасса
удовлетворяют (12), где надо взять г— 2, т х —т2 =2, gmi {x,u) =

=(х и)Е{х — и) — х{ \ —и).
По теореме 2 для этого класса функций у наилучшей формулы (19)

веса имеют вид

(и*)
где для каждого k— 1, 2 числа Ai {i~\,...,nh ) есть веса наилуч-

**** Рассмотрим некоторый линейный функционал r{f) в классе Ф функций f
с ограниченной нормой для некоторой смешанной производной. Пусть ф(х)
функция одной переменной, феФ, е Ф при любом N. Если г(ф) О, то
sup \r{f) I = 00. Итак, в классе Ф экстремальная задача для r{f) может иметь
Ф

смысл только тогда, когда r{f) 0 для функций одной переменной из Ф. Отсюда
и наличие интеграла в правой части формулы (19),.

г 1

П f gmh {Xh, Uh )dxh
k=i 0

«1 "г
JÜÜj JJ[ gm

h {^hi h , Uk)
i,, i r =l ft=l

1

min J|*(fi)|p = nQk n'J[2}Ai k

k)
gm

h {bhi h ,Uk)Jduh .

{At 1...i r
)

" 2 fc=4 Ä=‘0 i*=4

f ff{x,y)dxdy = A-ff{x,y)ds+ Arf {Ku, l2j ) +R nin 2 (f),
0 0 L i,j=o

sup |/? П1« а(/)|
f^F

(Wi) (n 2)
Aij —Ai Aj (i = 1, ..., пй j— 1, ..., no)
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шей формулы (1) при п== nk , Яч = Ям, •• • , ХПк = Xkn h B классе функций
WL2 {g2i), где g2 (*, w) = (х— и)Е{х —и) Л'(l —и). При этом

Пусть теперь в формуле (19)

где

При таком выборе весов формула (19) точна для любых интегри-
руемых функций вида ф(х), ф(г/), г/ф(х), хф(*/) и, следовательно, она
точна для Ф/——(1 y)f{x,o) —(1 x)f{o,y) yf(x, l)H-r
+ *f(l.O)+0f(O,l) + {l-x-y)f{o,o)+xy[f{\ t 1) -/(0, l)-f(l,0) +

-f /(0,0)]. При этом f+ф/ e Fou если Поэтому к ошибке фор-
мулы (19) с весами (21) применимо равенство (10), где надо взять
R (/) = Rn x n 2 {f),F2 ~F

, F\ ~Fq\, откуда и следует решение поставленной
задачи.

Итак, для класса функций F среди формул (19) наилучшей является
формула с весами (21). Верхняя грань ошибки этой формулы в классе
F дается величиной (20);
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=«Утг-(в?+Ч)-чч-
/sfoi

(п,) (п2) (п,) (П|)

Äij= Ai Aj i А{о -t2A j , Ai tri2+i === г >
(»г) (п2 )

А о j ==—t\Aj , А пг+ij= — S\Aj (t=l, ..., Hi; j= 1, ... , n2)\ y

/4 =0,5; ЛП1 -(-1 > 0,25; /4o,n2+i = S2^i — 0,25; Aoo=tit 2 — 0,25;
A n i+i, n 2+i Sis 2 0,25,

j

n I (ni) n 2 (n 2)
Si = A{ Хц, S 2 =У Лi Яг;,

г=l j=l

nI (ni) n 2 (n 2)
tl = J£Äi (1 Xlг), tz = JEJ Aj ( 1 /-2J) ■

i=l j=l
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М. LEVIN

ARVULISE INTEGREERIMISE PARIMATEST FIKSEERITUD SÕLMEDEGA
VALEMITEST

Tuletatakse parim valem (1) WLl> klassi funktsioonidele, mis rahuldavad ka lisa-
(2 r)tingimust (2), samuti WL ,t klassi funktsioonidele (6).

Uuritakse nende parimate valemite (1) ja (13) vahelist seost. Tulemus esitatakse
teoreemina 2.

Ohe klassi funktsioonidele tuletatakse parim valem (19).

M. LEVIN
ABOUT THE BEST FORMULAE OF APPROXIMATE INTEGRATION WITH FIXED

POINTS

The best formula (1) has been constructed for the class of functions wTJ satisfy-
(2 r)?ing the condition (2), and for the class W (6). The connection between the best

formulae (1) and (13) has been found. The best formula (19) for one of the classes
has been derived.
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	РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИЗЛУЧЕНИЯ В ОДНОЙ ВОЗМОЖНОЙ МОДЕЛИ РАССЕИВАЮЩЕЙ СРЕДЫ С НЕРАВНОМЕРНЫМ ПОГЛОЩЕНИЕМ
	Рис. 1. Модель рассеивающей среды с неравномерным поглощением.
	Рис. 2. Альбедо полубесконечнон среды в зависимости от относительного объема поглощающих областей V при их различном среднем числе А' в единице объема. Сплошные кривые представляют результаты расчетов по формуле (8), пунктирные по (15). 1 N = 0,001, 2 N = I, 3 N 100.
	Рис. 3. Альбедо и пропускание :лоя толщиной 1= 5. Сплошные кривые результаты расчетов па (9), пунктирные по (16). (Обозначения см. рис. 2.)
	Рнс. 4. Сумма относительных потоков в зависимости от глубины в полубесконечнон среде. Сплошные кривые результаты расчетов по (8), пунктирные по (15). N = 0,001; / "У =0; 2 7-0,01: 3 V = 0,1; 4 V = 0.2; 5 V = 0,5; 6 V = 1.
	Рис. 5. Разность относительных; потоков в зависимости от глубины в полубесконечной среде. (Обозначения см. рис. 4.)
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	О СПЕКТРАХ ЯМР ПРИ НАЛИЧИИ РАВНОЧАСТОТНЫХ ПЕРЕХОДОВ
	Рис. 1. Различные варианты расположения двух равночастотных переходов на спектре энергетических уровней.
	Рис. 2. Зависимость расстояния центров (v 2 Vi) двух компонентов сигнала поглощения от б, вычисленная а) по теории «простых линий»;
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	АНАЛИЗ РАБОТЫ ОДНОФАЗНОГО МАГНИТНОГО УДВОИТЕЛЯ ЧАСТОТЫ С ВНУТРЕННЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ
	Рис. 1. Схема однофазного магнитного удвоителя частоты с внутренней обратной связью.
	Рис. 2. Кривые напряжений и токов удвоителя частоты.
	5 Рис. 3.а схема замещения удвоителя; б упрощенная схема замещения.
	Рис. 4. Изменение угла запирания вентиля в зависимости от нагрузки.
	Рис. 5. Расчетная и экспериментальная внешние характеристики удвоителя частоты.
	Рис. 6. Изменение напряжения вентиля (в относительных единицах) в зависимости от угла запирания вентиля при различных coL значениях х' . R Т- т l
	Рис. 7. Изменение угла запирания вентиля в зависимости от относительного сопротивления гя---—г‘tf* R
	Рис. 8. Расчетная и экспериментальная внешние характеристики удвоителя частоты.
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	Рнс. 1. а схема удвоителя частоты; б кривая намагничивания сердечников удвоителя.
	Рис. 2. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а = 0,5 и /о* = 1,0 = /окр и соответствующие осциллограммы.
	Рис. 3. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а = 0,5 и/о = 1,37 =— /0п и соответствующие осциллограммы.
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	Спектры индуцированного поглощения (/), ИК стимуляции люминесценции (2) и возбуждения ИК люминесценции (5): а для фосфора ZnS-Cu (I • 10-4 г/г), возбужденного >-возб = 365 нм; б для фосфора ZnS (60 мол.%) CdS-Cu (1 • 10-4 г/г), возбужденного bo3g = =436 нм. Температура измерения 110°К-
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	МЕССБАУЭРОВСКИЕ СПЕКТРЫ ZnS-57C0
	Мёссбауэровские спектры ZnS-57C0 относительно поглотителя K4pe(CN)6 • ЗН20 (7,3 мг 57¥е/см2). Температура поглотителя 295° К.


	ПРИРОДА «МУЛЫИПЛЕТОВ» И ФОНОННОЕ КРЫЛО В СПЕКТРАХ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ШПОЛЬСКОГО
	Рис. 1. (О—0)-«мультиплет» спектра люминесценции 1,12 бензперилена в н. гексане при 4,2° К; возбуждение в «мультиплете» voo + 454 спектра поглощения: а пемонохроматическое, б в компоненте А. в в компоненте В. (Ширина щели возбуждающего монохроматора 2,5 см~ширина щели измеряющего монохроматора указана на рисунке).
	Рис. 2. Участок спектра возбуждении периленэ в н. гексане, содержащий компонент С (0—0)-«мультиплета». Люминесценция регистрировалась при ширине щели 5 см~х на компоненте С «мультиплета» Voo 357.
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