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И. ПЕТЕРСЕН

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ МЕРЫ ЧЕБЫШЕВА
НА n-МЕРНОМ ШАРЕ

Пусть Ра класс всех полиномов степени не выше d от п пере-
менных иSn единичный шар /г-мерного эвклидового пространства Р п

.

Если Š(dx) некоторая вероятностная мера на S n
, f Udx)= V,

то воспроизводящим ядром класса Pd по мере | называется [’] функция
Kdi {х, у) двух переменных x,y^Sn такая, что

S n

при любых p g и x,y^Sn. Через \x{dx) обозначим обобщенную на
Sn меру Чебышева [2 ]

Целью настоящей статьи является доказательство формулы

Kdi(x,x) можно интерпретировать [3 ] как дисперсию оценки наимень-
ших квадратов полинома из Ра по непрерывному плану | регрессион-
ных экспериментов в смысле Кифера f 4-10 ].

Согласно общей теореме Кифера [B ] при каждом dна S n существует
такая мера Id, что

Формула (3) имеет, следовательно, с точки зрения непрерывной теории
планирования экспериментов следующий смысл: максимальное значениедисперсии оценка наименьших квадратов полинома степени d от п пере-
менных на основании непрерывного распределения р {dx) экспериментов

J = p{x), KL(-,y)<=Pi

/ n + 1 \r (— ) äx
]i(dx) = •

Я a yi-Ml'

n n ~t~ 2cf / n d \

max/(it (.,*) =—( d).*&S n

n n / Л “f" \

min maxKai (x, x) = max Kdi* {x, x) = dim = I I .

| xeS"
d
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n -j- 2d
в единичном шаре превосходит точно в -- раз соответствующий

максимум при оптимальном непрерывном плане экспериментов.
п -f 2d

Отметим, что коэффициент - < 2 при всех d и п и прибли-

жается к единице при фиксированном d и Для п= 1 формула
(3) была получена в [ п ] и для п==2, d 8 в [ l2 ].

Доказательство формулы (3) осуществляем через последовательность
лемм.

Пусть S n+l сфера в R n+l
, т. е. множество точек u^Rn+x с ||и{| = С

и пусть Нп+l ’1 класс всех гармонических однородных полиномов сте-
пени /от п -f- 1 переменных. Обозначим через Kv n+l' l {u, v) воспроизво-
дящее ядро класса Нп+l > 1 по равномерной мере v{du) на Sn+l

.

Как известно [ ,3 ]

Лемма 1. Ку +и {щи)=д\тНп+1 ’1 .:

Доказательство. Пусть G группа всех вращений R n+l вокруг
начала координат и /ге Нп+l <1

. По определению Kv +1, {и, v) имеем

При любом gе; G замена v = g~ x v', и = g~x u' вследствие инвариантно-
сти V и sn+l5n+I относительно G переводит (6) в

где h{g ] v') ~ h'(v') e Hn+X < 1 пробегает вместе c h все Hn+X ' 1. Следова-
тельно Kv +il {g~ x u', g~lv') является также воспроизводящим ядром для
Нп+l > 1

, но так как Sn+l
, v и Нп+Х '1 определяют воспроизводящее ядро

однозначно ['], то

при любых g е G и и, v е Sn+l . Следовательно,
Av [U, V)=kv (| И — V\\) И

Дальше, равномерная мера v на sn+l5 n+1 является единственной мерой,
инвариантной относительно G, и так как Нп+Х ’ 1 и Šn+X также инвариант-
ны относительно G, то по [6 ] v оптимальна в смысле минимакса диспер-
сии и, следовательно,

что вместе с (9) доказывает лемму.

n -f- 21 1 j n -j- / 1 \**n™—7+T=r( /
)

J Kv +U {и, v)h{v)\(dv) = h(и).
-„-и

J K? +l,l {g-iu',g~iv')h{g-iv')v{dv)= h{g~l и'),
-n + 1

Kv +1,1
(«, v) = Kv +U (gu, gv)

Kv +l ’ l {u, и) const.

шах К\П+l’\и, и) dim
weSn+l
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Пусть и е R n+l ии—{и 1, , ип, ип+\) ■ Обозначим через I Н п+1 ’ 1 и
2Ип+У подклассы, состоящие соответственно из всех нечетных и четных
относительно ип+ \ полиномов класса Нп+l < 1. Воспроизводящие ядра под-
классов I Нп+И и 2Нп+1 ’ 1 по равномерной мере vна Sn+l обозначим через
i/(n+i,z н 2j(n+i,i соответственно.

V V

/1 ем м а 2. Hn+ij
= iHn+l ’l Ф 2Нп+ l- г

,

Доказательство. Пусть /1еЯп+Ц Тогда И{и) как полином
однозначно разлагается в сумму

где hi{u) и h2 {u) четные относительно ип+ \ полиномы. С другой сто-
роны Ah {и) =O, т. е.

Заменяя в (12) ип+\ на —ип+ ь получаем

Из (12) и (13) имеем A[un+ih\ (и) ] = 0 и Ah2 {u) =O. Ортогональность
uv+\ki'{u) и h2 {u ) по равномерной мере очевидна. Первая часть леммы
этим доказана. Доказательство второй части следует теперь из извест-
ного свойства суммы воспроизводящих ядер [*].

Лемма 3. dim 2Hn+l ’ 1 dim Pnl
,

где P nl класс всех однородных
полиномов степени I от п переменных.

Доказательство. Пусть dim Яп+l - г =D {п 1, /) и dim г7/ п+Ф =

=Di{n-\~hl), (i — 1,2). Тогда по лемме 2

и по (11)

Из (14), (15) и (5) следует

/п Ф 1 \

что по индукции дает 02 {п 4- 1,/) = ! i = dim/?n/ .

Лемма доказана.
Известно, что однородные гармонические полиномы разных степеней

ортогональны по равномерной мере на sn+l5 n+1 [ l3 ]. Поэтому .класс
всех гармонических полиномов степени не выше d разлагается в орто-
гональную сумму

Лемма 4. dim

Доказательство. По (17), (5) и [ l4 ]

Ky +i' l {u., v) = iKn
v
+i ' l {U, V ) -j- 2K™ +i’ l {ll, v )

h(u) = un+ihi{u)-\- h2 {u),

A[u n+ihi{u)]-{- Ah2 {u) 0.

—A[ttn+iM'«)] -h ААа(м)-= 0.

D{n + \,l) = D l {n-\- \,l) + D 2 {n+ 1,/)

Dt{n+ 1,/) = Ог {п-\- \,l— 1).

n+2/ 1 /n+ / 1 \

> /) =

-^73T7{ ,
]-/)2(/г+l,/-1),

d
Hn+i = 0 Hn+t > 1

.

I=o

п -)- 2d / п d \

Нп+ 1 =
d пф d \ d )

'I n +2l —I/ n +I —i\ d / n +l 1 \ d /я-f/ 2 \
dira H”+‘ = 2 ( , ) =

,
+ -S( )=

l—Q I=o 1= 1
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Пусть [H n
d
+l и 2Hn

d
+i классы всех гармонических полиномов сте-

пени не выше d соответственно нечетных и четных относительно пере-
менной ип+На основании (17) и леммы 2

I—o

Если воспроизводящие ядра по равномерной мере классов 1Я“ +1
,

2Hn+i и Н пфх обозначить соответственно через I К7\+l (и, и), 2К пр l (и, v)d d у dv 4 ' dv 4 '

и Kn
d
+l {u,v), то на основании (18)

(19)

Лемм а 5.

Доказательство. По разложениям (19) и лемме 1

Из положительной определенности ядра 1 Я”+1 (u,v) и (19) следует, что

при любом и <= sn+l5 n+1

Последнее неравенство обращается в равенство при ип+\ —O, так как
тогда iK n+i {u, и) = 0 как сумма квадратов нечетных относительно ип+х
полиномов. Следовательно, max 2К^+ l {и,и)= шах К п+ 1 {и, и) =

ueSn +r «eS"+l
п -р 2d / п -р d \

= dim Hn, +i = -——— I ,
) по лемме 4. Лемма 5 доказана.d пЦ- d \ d /

Обозначим через 5+ множество всех точек и е Sn+l с ип+х oи.
введя обозначение х = Ри, сопоставим каждой точке !ie5+ ее про-
екцию х (х х ,

..
. , х п ) е5п . Тогда и = Р~ 1 х и

Лемма 6. Если {hi (и)} ортонормированная по мере v на sn+l5n+I
система четных относительно ипщ функций, то (hi{P~ x u)} ортонорми-
рованная по мере ji (dx) (см. (2)) система на S n .

Доказательство. Переходим на sn+l5n+1 к полярным координатам:

/tl d \ / n d— 1 \ ti -(- 2 d /ti -)- d \

\ d/' \ d— 1 / n d \ d /’

ijfn+i = 0 ifjn+i,i n= 1 2), ЯП+1 = 1 Я«+ 1 Ф 2ЯП+I.d v ' d d d

iKn+i {u, v) = iK" +l ’ l {u,v) {i = 1,2),
/=o

К п+* (и, и) = iK n
d
+i {и, и) + 2/С”+ l (м, ü) .

п 2d /п-р d\max гК’£Чи,и) =

-^т [ d) .

üeSMi

К п+' {и,и)= dim Hn+l
.

>U ).

Ui =Xu. . ~ tin = Kn+i =Уl—х2 .. .х2 .
' 1 П

Ui = sin 0n •• • sin 02 sin ©i,
ü2 sin 0 n ... sin 02 cos 01,

un = sin 0 n cos on-i,
Un+l :==: cos 0 n -
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Тогда условие ортонормированности {hi {и)} no vна sn+l5n+I принимает вид

Вследствие четности hi{u)hk{u) имеем для интеграла в (24)

Учитывая это, сделаем в (24) замену переменной, полагая

Тогда согласно (22) и (23)

и вместо (24) имеем

или в декартовых координатах

Лемма доказана.
Лемма 7. Преобразование и = Р~'х переводит класс 2Я”+l в класс

рп
Доказательство. Если h (и) 1| 2Я”+l

, то по (22) h(P~lx)
полином от х степени не выше d. Если {hi{u)} ортонормированный
базис то {~hi{P~l x)} по лемме 6 система линейно независимых
полиномов P n

d , а по лемме 3 и разложению (18) dim 2 Я”+l = dim Р*.
Следовательно, Р отображает 2Hn

d
+l на весь Р”. Лемма доказана.

Лемма 8. Ядро^Кп^I {Р~Iх, Р~*у) является воспроизводящим ядром
для класса P n

d
по мере р {dx) ;

Доказательство. Лемма непосредственно следует из лемм б и 7.
Формула (3), в свою очередь, следует теперь из лемм 8 и 5.
Отметим, что по формуле (30) можно в явном виде выписать

K dii {x,y), так как zK*+*{u t v) легко построить на основании известного
канонического базиса [ l3 ] для гармонических полиномов п -f- 1 пере-
менных.

г(*±М
—— Jhi(и) hk {и) sin7l - 1 0n ■• • sin 02^01 . . . dQ n = bih-

2jt 2 5 n + 1

—п+1 —п + 1S S+

dr
sin 0n =г, dQ n =

yi г 2

ui г sin on-i... sin B 2 sin 0i = xi}u 2 = r sin on-i... sin 02 cos 0i =='x2 ,

ип = Г COS OП-1 =Х п

\2J Г 1
- Jhi{P-ix)hk {P~i x) ——— sinn~2 on-i

5" yi —T*
... sin 02^©i. .. dQ n -i dr = Õ ik

Jhi{P~lx) (.i (dx) = õik.
s n

2K n+, (p-.Xi р-, у) = К (х , у) .
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/. PETERSEN
ÜHEST TSEBÕŠEVI MÕÕDU OMADUSEST n DIMENSIOONILISEL KERAL

Olgu Kd*(x,y) kõigi d-astme n-muutuja polünoomide klassi taastav tuum n-dimen-
sioonilisel ühiikkeral S n tõenäosusmõõdu £,{dx) suhtes ja p,{dx) Tšebõševi mõõt (2)
keral S n .

Tõestatakse, et
n ft -j- 2d nmax Kdu (x, x) = min max Kd p {x, x).n+ d l x&S"

I. PETERSEN
ON A PROPERTY OF THE TSCHEBYCHEFF MEASURE ON THE «-DIMENSIONAL

BALL

Let Kdl(x >y) be the reproducing kernel on the unit ball Sn c:R n of the class
of all polynomials of degree din n variables corresponding to a probability measure
Š(dx) on S n and let n(dx) be the Tschebycheff measure on Sn defined by (2). It is
shown that

n ft -f- 2d n
max K d[X {x,x) min max Kd^{x,x).
xeS” n+ d I x^Sn
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	Рис. 2. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а = 0,5 и /о* = 1,0 = /окр и соответствующие осциллограммы.
	Рис. 3. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а = 0,5 и/о = 1,37 =— /0п и соответствующие осциллограммы.
	Рис. 4. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а 0,5 и /0* = 1,6 и соответствующие осциллограммы.
	Рис. 5. Расчетные кривые напряжений, токов и индукций в удвоителе частоты при а = 0,5 и /о* = = 0,5 и соответствующие осциллограммы.
	Рис. 6. Изменение угла входа сердечников в насыщение в зависимости от тока подмагничивания.
	Рис. 7. Расчетные регулировочные характеристики удвоителя частоты.
	Рис. 8. Расчетные и экспериментальные регулировочные характеристики удвоителя частоты.

	ИНДУЦИРОВАННОЕ ВОЗБУЖДАЮЩИМ ИЗЛУЧЕНИЕМ ПОГЛОЩЕНИЕ И ДЕЙСТВИЕ ИК ПОДСВЕТКИ НА ФОСФОРЫ ТИПА ZnS-Cu
	Спектры индуцированного поглощения (/), ИК стимуляции люминесценции (2) и возбуждения ИК люминесценции (5): а для фосфора ZnS-Cu (I • 10-4 г/г), возбужденного >-возб = 365 нм; б для фосфора ZnS (60 мол.%) CdS-Cu (1 • 10-4 г/г), возбужденного bo3g = =436 нм. Температура измерения 110°К-
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	К ТЕОРИИ ДИНАМИЧЕСКОГО ЭФФЕКТА ЯНА—ТЕЛЛЕРА
	КИНЕТИКА ЭЛЕКТРОННЫХ ПРОЦЕССОВ И ЭФФЕКТ МЁССБАУЭРА
	МЕССБАУЭРОВСКИЕ СПЕКТРЫ ZnS-57C0
	Мёссбауэровские спектры ZnS-57C0 относительно поглотителя K4pe(CN)6 • ЗН20 (7,3 мг 57¥е/см2). Температура поглотителя 295° К.


	ПРИРОДА «МУЛЫИПЛЕТОВ» И ФОНОННОЕ КРЫЛО В СПЕКТРАХ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ШПОЛЬСКОГО
	Рис. 1. (О—0)-«мультиплет» спектра люминесценции 1,12 бензперилена в н. гексане при 4,2° К; возбуждение в «мультиплете» voo + 454 спектра поглощения: а пемонохроматическое, б в компоненте А. в в компоненте В. (Ширина щели возбуждающего монохроматора 2,5 см~ширина щели измеряющего монохроматора указана на рисунке).
	Рис. 2. Участок спектра возбуждении периленэ в н. гексане, содержащий компонент С (0—0)-«мультиплета». Люминесценция регистрировалась при ширине щели 5 см~х на компоненте С «мультиплета» Voo 357.
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