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Пусть L (

2
2) множество функций f{x), имеющих на отрезке [0; 1]

абсолютно-непрерывйую производную и удовлетворяющих условию

В настоящей заметке решается следующая экстремальная (в поста-
новке С. Никольского [*]) задача для квадратурной формулы Маркова
с двумя фиксированными узлами на концах отрезка интегрирования.

Среди формул вида

(1)

выбрать ту (называемую наилучшей), для которой величина

принимает наименьшее значение.
(о\Сначала рассмотрим подмножество F функций f(x) из Е\ , удовлет-

воряющих дополнительно условию /(0) = f{ 1) =O.
Для f{x) £ F имеет место просто проверяемое представление

(2)

где

Очевидно и обратное утверждение; для любой f" (х) £ Е2 функция f{x)
определяемая равенством (2), принадлежит множеству F.

Для f{x)F F из (1), учитывая (2), получаем

(3)
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IIГ(х)и 2 <м.

1

I f(x)dx = Af(0) + yjBkf{xk ) +.Cf{\) +Rn {f)
о *-i

Rn sup 1Rn{f)\
/б42)

f{x) = j f"(i)g{x , t)dt,
о

g{x, t) - [x t)E(x —/) x (1 —t ),

j i, если у > 0;
\O, если у 0.

1

R„ü) = Jf"(‘)K(t)dt,
О

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.2.16

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.2.16


Lühiuurimusi * Краткие сообщения250

где

Применяя к (3) неравенство Буняковского, имеем

(4)
Пусть

Так как cp(0) ='<p(l) =O, ф"(л:) =Л4 • \\К{х) ЦL „

• К(х), Цф"(х) ||l 2 =М у

го ф(х) (ŽF. Но для функции ф(х), как это видно из (3), неравенство
(4) превращается в равенство. Поэтому

Теперь найдем числа xk ,
B k (k =l, 2,..., п), при которых величина

(а вместе с ней и величина (5)) принимает наименьшее значение.
Из того, что искомые числа должны удовлетворять уравнениям

вытекает, что они должны удовлетворять и следующим уравнениям

(6)

(7)

(8)

Из определения функции /((/) и равенств (6) следует, что в случае
наилучшей для множества F формулы (1) функция K{t) на каждом
отрезке [xk \ xk+ i] {k —I, 2, ... ,n — 1) есть приведенный к этому отрезку
многочлен Лежандра со старшим членом У2 . Кроме того, на отрезках
[o;Xi] и [хп \ 1] функция K(t) имеет соответственно вид

Учитывая все это, для наилучшей формулы (для множества F) по-
лучим

K{i) = --

i/ - 2
-

1) —J; Bk g(xk , t).z fe=l

lIA'(JC) Iii.
1

<p(*) = М\\К(х)\\ц • j K{t)g{x, t)dt
h

sup !«„(/) ШМ- UK Will,. (5)
feF

У = 11 К(Х) iii.

dU A dU л
dx h

~ dB k
0 {k \,2,... ,n).

x
k+\

x
k+\

f K{t)dt= J K(t)tdt = 0 (k= i, 2, ..., Л — 1),
xk xk

X,

jK(t)idt = 0,
<I

1
f.K(i)(l—t)dt = 0.

К

t 2 . t(t— 1) .

~2 Pl и 2 —О Я

где, согласно (7) н (8),
3 1 + Зх п

Р=8 Х' И Г“ *



Lühiuurimusi * Краткие сообщения 251

(9 >

Отсюда и из условия, что величина U должна иметь наименьшее
значение, обычными методами математического анализа находим иско-
мые узлы:

где

(И)

Подставляя значения (10) в (9), получим наименьшее значение
(12)»

Так же как и в [2 ], исходя из равенств

найдем значения коэффициентов

(13)

Таким образом, для множества F наилучшая формула (1) имеет узлы
(10) и коэффициенты (13). Учитывая (12), имеем по (5) для этой фор-
мулы

Пусть теперь в формуле (1)

a xk и B k вычислены по (10) и (13). Проверка показывает, что формула
(1) точна для любого многочлена первой степени. Поэтому для нее

где при /(*)£ L-Р будет f{x) —(l—х) f{ 0) — xf{ Г) б F.,
Значит для полученной формулы

/ПЧ

Кроме того (так как Fez L 2 )

8* ENSV TA Toimetised. F * М-2 69

xi \ n_

j **+>

f/ =//C2 [K 2 {t)dt-\- % f K 2 {t)dt =

0 xn
*=‘ xk

X 1 “b (1 xn) D I I
=

32Õ +шй (Хш ~Хк) •

x6 = 2e- (|/|- +Ä— l) (*=1,2,...,»), (10).

•=И2 1/т+»- 1 )Г1
-

FU=JF--45

Bk = K'{xk —0) —K'iXk + O) {k=12......,n),

я, =a.= (1 + 11/1) -е. j
В„ =2г (Ь2,3 >-1). J

м Р 2
sup ]Rn
feF 3Vo

л = с =тl/| е -
< l4 )

Rn (f (X) ) =Rn iiW —(1- X) f (0> -xf ( 1)),

sup IR n (/) I < sup i Rail) .

f*Lf f* F
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Из последних неравенств следует равенство

а это доказывает следующее утверждение; среди формул Маркова
(2)вида (1) для множества функций L\ наилучшей является формула с

узлами (10) и коэффициентами (13) и (14). Для этой формулы
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Спектрометры ядерного магнитного двойного резонанса (ЯМДР) требуют макси-
мально высокой степени стабилизации отношения со/Я0 для широкого спектрального диа-
пазона дрейфа, помех и шума, начиная от медленного дрейфа и кончая частотами по-
рядка сотен герц [']•

Внутренний спиновый стабилизатор, работающий от эталона (растворенного в ана-
литическом образце либо помещенного в капилляр или трубку с двойными стенка-
ми) [2 ’ 3 ], имеет некоторые недостатки, затртдняющне его применение в опытах по
ЯМДР:

1. Внутренний стабилизатор не может быть быстродействующим. При увеличении
быстродействия сигналы от линий спектра проникают в канал стабилизации, вызывал
значительные искажения самих линий. Быстродействие приходится выбирать малым
также из-за собственных шумов стабилизатора, так как стационарный сигнал от линии
для стабилизации обычно довольно слабый.

sup I R n{f) i< sup I Rnif) |.

fsF /elf

sup I R n{f) I = sup i R n {f) I,
/e/7 feL™

D M
_

12VT (aj/— +«-r)
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