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S. ULM. THE CONDITIONAL GRADIENT METHOD AND DECOMPOSITION OF OPTIMAL
CONTROL PROBLEMS

Для нахождения точки минимума выпуклого функционала f{u) на выпуклом зам-
кнутом ограниченном множестве U в гильбертовом (банаховом) пространстве часто-
применяется так наз. метод условного градиента. При этом строится следующий итера-
ционный процесс;

1° выбирается начальное приближение u (0) к. U;
2° если приближение найдено, то следующее приближение u(?i+1) строится по-

правилам:
а) решается задача минимизации •

Существуют различные возможности для выбора шага аи.
Метод условного градиента (1) (2) был предложен для реш#шя задач нелиней-

ного программирования в [ 1 ], обобщение для функционалов было дано в работах [ 2,3 J.
В [ 3 ] подробно исследуются и условия сходимости метода (1) (2). Пусть, напри-

мер, f{u) дифференцируем на U, a grad /(и) удовлетворяет условию Липшица. Тогда
в [ 3 ] доказывается, что при подходящем выборе ak

вательность и(й) , слабо сходящаяся к точке минимума и*.
В [ 4 ] метод (1) (2) использован для декомпозиции больших задач нелинейного

программирования. Рассматривается задача

где f{u) =f{ui,...,un) выпукла; Ui выпуклые замкнутые ограниченные множе-
ства; Ui в общем векторы.

Обозначим

Поскольку в данном случае
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min (grad f(u (fe >), и) ; (1)
ueU

б) «{*+!) = И(Ь)Н-' a ft («w 0< а*< 1, (2)

где решение задачи (1) (& —О, I, ...).

1) lim f{u <-k '>) ~/* = inf f{u), 2) — f* c[k и3) существует подпоследо-
к:-* oo neu

min f(uu ...,u n), (3>
u i eUi

grad f(и) [F I (и), , F n (и) ). (4)

(grad f (u (fe) ) ,u) = £ (Fi u,), (5>
/=1

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.2.15

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.2.15
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то задача (1) распадается на п независимых задач минимизации:

Это обстоятельство позволяет организовать следующую процедуру решения задачи
(3) на двух уровнях.

2° если uW найдено, то зычисление fi(u (ft) ) производится по правилам;
а) второй уровень вычисляет и передает его на г-ю подсистему

(i 1
б) i-я подсистема решает задачу минимизации

(8)

Ясно, что рассматриваемую схему можно применить и для решения задачи (3) в
гильбертовом пространстве {U —U\ X ... X б'„).

Следует еще отметить, что в игровой трактовке методов декомпозиции рассматри-
ваемый процесс совпадает с процессом Б нахождения точки равновесия в соответствую-
щей игре нескольких лиц (см. [ s ]).

Целью данной заметки является применение метода (1) (2) для де-
композиции больших задач оптимального управления. При этом рассмат-
риваются такие линейные системы, уравнения движения которых приво-
димы относительно фазовых координат к блочно-треугольному виду*.
Отметим, что подобная задача с квадратичным критерием и без ограни-
чений на управление была рассмотрена в {6], где использован метод де-
композиции, предложенный Мезаровичем и др. в j7}.

Рассмотрим задачу: минимизировать по и == {щ (/),..., un {t) ) функ-
ционал

(9)

при ограничениях

причем фазовые переменные x{t) {x x {t), ... ,xn {t)) и управления щЦ)
связаны системой линейных уравнений

Отметим, что Xi{t), Ui{t) в общем векторы размерностью щ. Матри-
цы Aij, Вц имеют размерность щX Щ- Предположим, что ограничения
«,(/) €Ui выделяют в пространствах L^[t o, Г] выпуклые замкнутые огра-
ниченные множества (примеры таких множеств см. в [ 3]). В той же ра-

* Необходимые и достаточные условия для того, чтобы матрица была перемеще-
нием строк и столбцов приводима к блочно-треугольному виду, даны, например, в [ B ].

Там же предложен и соответствующий алгоритм.

min(f,- (u(ft) ), Ui) (t =l, ...
, n). (6)

u.sU £

1° выбирается u<°) = ( ~.., и^) ; и[-0)
£ Ui‘,

min {Fi (uW), Ui), (7)
a t* ut

решение которой обозначим через (t = 1,, п);
в) по ü[k) второй уровень вычисляет новое приближение по формуле

«SÄ+l)
= + dft (й {Р - u\k)

) (i = 1,..., n; k= 0,1,...).

г
f{u) с= j f (*(/), м'(*), *)<# + Ф(-яс(Т'))

to

Ui{t)SUh (10)

{ИУ- п и1т=Аа(O *, + Л/(О ЛР/ +JS (0 щ, (И)
а[ i=i+\ /= I
Xi{t o) —ХЮ (/■= I, ... , п). (12)
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боте приведены и условия, при выполнении которых f(u) выпуклый, диф-
ференцируемый, а его градиент удовлетворяет условию Липшица.

Справедлива формула [ 3]

где ф(/) является решением системы

(И)

(15)

Для реализации метода (1) (2) ((7) (8)) нам понадобится вы-
числить grad / при фиксированных значениях и (/) =■ (/). Для этого
надо найти соответствующие x{t) и Поскольку системы (11) и (14)
блочно-треугольные, то в данном случае для нахождения x-t( t) , фг (/)
надо последовательно интегрировать линейные неоднородные системы

* В конкретных случаях эту схему можно модифицировать.
S ENSV TA Toimetised. F * M-2 69

gradf =-F„ B*ip, (13)

Г dJp =
- +

J dt /~i

[ ii{T) = —ф'х.{х{Т)),

а s*(o = (^;,(0).

—=Аи Xi + Х; (to) x tQ (г =/г 1),
(16)

Ф,- +gi it) ; Ф: ( T) =
- Ф'х . (x (T)) {i =l, ... , n),

где

fi (t) =■ Jt' A a xi (0 -r jtBu ui (*) (17)
i—i+ l /=1

И

Ы0 = —jSM# Ф/(0 +/:

A
- (*(0, м (0.0- ( 18)

J-1

Нетрудно видеть, что
/

xi Xi(t)Xio -j- Аг (/) I Хг 1(s) fi{s)ds {i = n,. .. , 1),
/q

'
/ ,(19)

ф г = [Л/ (/)]- ! A'J (Г) Ф*. (X{T)) -f [A*(^)]- ] J X*i {s)gi (s)ds
T

(/ = 1,, /I),
где A,-(i =• 1, ... ,n) фундаментальные матрицы соответственно для
систем

f 1 = А иМl). (20/

По формулам (19) можно, зная A i(t), А,- (/), АГ 1
(/), [А/ (^)]— 1

, после-
довательно вычислить хп,... , Xi, ...

, при фиксированном u{t).
Приведем общую схему* решения задачи (9) (12) на двух уровнях:
1° выбирается начальное приближение

«<°)(0 = {и\0)
(/),..., и (

п
]
(/)); и!0) (t)eUi (/=■!,

... ,
/г); (21)
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* Решения подзадач существуют, поскольку линейный функционал достигает мини-
мума на ограниченном замкнутом выпуклом множестве гильбертового пространства
(ср. [ 3 ], теорема 1.2).

2° если приближение u (k) {t) найдено, то вычисление ißk+l) {t) про-
изводится по правилам:

а) подсистемы вычисляют по формулам (19) хГ'(o* (при
фиксированном и = в следующем порядке;

п- я подсистема: xhk) (t) (О*
т

(п 1)-я ipSiU), (22)
I t

I t
l-я „

: x[k) ( t ) -» (0;

б) по этим функциям второй уровень (центр) вычисляет по формуле
(13)

grad /(«(*)) —■ (Gi(«(ft, ) v , G*(«< ft ))), (23)
где

G*(«(Ä) ) =FUl (Я*ц,)-.; (24)
в) подсистемы решают подзадачи оптимизации *

min (Gf(M(ft) ), И/), (25)
V ui

где Gi —■ (Go, ••
•

> G in ,), и.; [и д ,
...

,
>

T n

(Gi(uW), Ui) [ 21 Gij {u^[t))uij {t)dt- 1 (26)
*

/=1

решения подзадач (25) обозначим через й {!:) \t) {i =I, .... п) :

г) по найденным функциям и\к) (t) второй уровень вычисляет новое
приближение

О =■ и$к)
( t) ~j- ( t ) u}k) (t)) (27)

(i = U , n).
Процесс повторяется (k =0,1, ...).
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