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Т. ТОБИАС

О ПРАВИЛАХ ОСТАНОВКИ С МОНОТОННОЙ
ФУНКЦИЕЙ РИСКА

Т. TOBIAS. PEATUSREEGLITEST MONOTOONSE RISKIFUNKTSIOONI KORRAL
T. TOBIAS. ON OPTIMAL STOPPING RULES WHEN THE RISK FUNCTION IS MONOTONOUS

Предполагается, что при прекращении наблюдений в момент времени п получается
выигрыш xn = g{yn ) — а п , где g{y) монотонно возрастающая функция. Даются
достаточные условия для существования оптимального момента остановки в случае
независимых, нс неодинаково распределенных наблюдений уи ■■■ , Уп, ....

В случае
одинаково распределенных случайных величии найдена оптимальная стратегия, кото-
рая является обобщением известной стратегии в случае g(y) = у.

Пусть у, уп, ... последовательность независимых случайных
величин и пусть Fi{y) является функцией распределения для yt. Через
I^ п обозначим o'-кольцо, порожденное семейством уи ... , уп . Пусть X
является множеством всевозможных правил остановки, т. е. если t с %,

то случайная величина t принимает значения из множества натуральных
чисел, {t > п}£ $п и P{t }= 1. Если последовательность останав-
ливается в момент t= п, то получается выигрыш xn = g{yn) — ап,

где g{y) является непрерывной строго возрастающей функцией,
—оо (для определенности пусть g(0) =0), а {а п} возрастаю-

у ->оо
щей последовательностью, 0\ Д> 0, \\шап оо . Правило t* называется

/г->со
оптимальным, если Е xt * == sup Е xt . Общие условия для существования

t* даны в работе [']. Допустим, что для всех i E\g{yi) \ <Доо. Тогда легко
проверить, что если

£{sup[g(#n) aj} <оо, (1)
П

то в данном случае i* существует.

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.2.14
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Даем условия, гарантирующие выполнение неравенства (1). В ниже-
следующих леммах предположим, что = 1. Это не является
ограничением, так как z/t-<max(i/;, 0) yf и *

Лемма 1 (см. [2 ], стр. 169). Если у> 0 и Ey fj оо (ß 0), то

(2)

E{sup[g{y n) ап ]} < Е {sup [g{yt) а«]}.
П п

Р{У<а}> \-Ц-
-

Лемма 2. Пусть Еу\ —Ь,<С оо и z sup[g{yn ) — а п ]. Если
со п

JE Jig- 1 [O-i -f- w)]ß <oo при любой и >O, то Р{z < ос) —l.
;=i

Очевидно,

G(u) = Р{ n [yi<g~ l {a,-\- и)]} =

i=i

= П Fi[g~l {<*i + и )1
I=l

По лемме 1 G{u) >JJ{1 — bi/[g~ l (а,- -f n)] B }. Но сходимость произве-
i=l

дения JJ (1 — (где с, эквивалентна сходимости ряда EJ с,-.
i=i i=i

Поэтому lim G(«) = 1.
li -> Оо

00

Лемма 3. Пусть а> 0. Если [^ 1/а (*) dF {х) <оо ,то f[E[g- ] (na )]
J n= 1

сходится и наоборот.
Имеем:

Ж £-1(iWa)

j{l _1 (*/“)]№ = 1/а j (I —F{x)]gVa~l (x)g, {x)dx =

о о

Г Ч-М“)
= I + J g'h (x)dF(x).

о о
оо оо

Так как glla (Лl)[ 1— /ДуИ)] = glla (М) | dF{x)<C 1 gxla (x}dE (х) у

мм

то, устремляя Лl—*оо, получим

j g ,a {x)dF{x) = f {I F[g-'{y a )]]dy,
õ õ

откуда непосредственно вытекает утверждение леммы.
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Лемма 4. Пусть Fi(x) F (х) (/=1,2,...), <v=o(rta ) (а >0)

и Eg Ua ( у) <оо . Тогда Р{z оо} =: 1.
G{u) = П F[g~ l К + и)] > JJ F[g~ l {с, п* + и)].

П= l Я“I

По предыдущей лемме произведение справа сходится и поэтому
lim G{u ) с= I.
а -� oo

Эта лемма обобщает соответствующие результаты работы [‘]. где
положено g(x) = х.

Лемма 5. Если ряд

J§ 2Jbi/[g- l {a { + i)] & (3)
i“I /=1

сходится, то Е z оъ .

Требование эквивалентно сходимости произведения

UGU)
/-1 1-1 /=1

По лемме I

П G(/) >ДЯ[I 6 t7[£-I + /)] ß
,

/=1 I=l /=1

и по условию последнее произведение сходится.
Сходимость ряда (3) зависит от скорости возрастания функции g{y)

и последовательностей и Ь п.

Лемма 6. Пусть g{y) = o{y' 1 ), ап = o{п*) и Ь п = 0{п х
').

Если
ß/Y-(K+l)/a>l. (4)

то ряд (3) сходится.
При данных допущениях сходимость ряда (3) эквивалентна сходи-

оо оо
Г Г

мости интеграла j j х х (ха + у)~sд dxdy. Производя замену переменных
а Ь

2!а 2/а 9 . 9х— г cos и, у= г2 sm2 и, получим
ОО 00 00

f I xr (x'+y)-* h dxdy<Mj
a b с

откуда вытекает наше утверждение.

Лемма 7. Пусть = F {х) (/ =l, 2, ...). Если Eg i/a+l (у) <°°
,

то Е z .

Эта лемма (как и лемма 4) является прямым обобщением соответст-
вующего результата работы [‘] и доказывается аналогичными рассуж-
дениями.
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Рассмотрим функцию выигрыша хп ~g{mn) а п, где тп
шах(г/ь , уп). Так как опять

G(u) =Р{ П П [Уl<B~Ча п + «)]}=Р{ П [yi<g-'{<*i + «)]},
п— 1 (=1 i— 1

то оптимальное правило остановки существует при тех же условиях.
Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема. Пусть у\, ...
, у п,

... последовательность независи-
мых случайных величин, E\g{y L )\<g °° и пусть хп g{yn ) — а пт

хп —g[ шах(г/ь ... , уп )] где g{y) строго возрастающая непре-
рывная функция, а а п монотонно возрастающая числовая последова-
тельность, й]>o, limart =oo. Пусть Е xt* = sup Еxt, Exj* =■• sup Ex t.

П -* СО /€$

Яг/сгь Eyn = bn —' О{n ), g+(у) = О(г/т ), an = 0{n “). Ясли ß/y
(к + l)/a> C T 0 t* и t* существуют.
Если Р{У:<У) = Е{У) {i= 1,2, ...), E[g+{y)] l,a+l <oo f ап = o(п*) у

то t* и t* существуют. Л
Рассмотрим нахождение оптимального правила в случае одинаково

распределенных случайных величин, т. е. у} = р(у)-
Лемма. Пусть сп = ап+l ап . Если с п монотонно возрастающая

последовательность, то Е {хп+ ф^п ) хп является монотонно убывающей
функцией от п.

Так как хп+l g[mn + {уп+l тп ) +] а^и то Е{хп+l '\ %п) —хп
со

= Eg[mn + {у mn) +] g{mn ) ~с п = f [g{y) g{mn )]dF{y) сп .

m
пУтверждение леммы вытекает из того, что

д/дт п [Е{хп+l /s п) хп ] = g'(mn )P{y >m„} <O, а тп и с п моно-
тонно возрастающие последовательности.

Итак, если, например, ап = спа (a > 1), то мы имеем монотонный
оо

случай, подробно изученный в [ ! ]. Обозначим h(l) =j* [g(*/) —g{l)]dF{y}y

š
и пусть ln является единственным решением уравнения /г(|) = сп. Тогда
t* и t* совпадают и определяются из соотношения

t* = min {п :тп > £п}.
П

Если а п сп, то In =1 {п = 1,2,...) и Exr, = Ex t* =g{l) .
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