
Г. КАНГРО

О МНОЖИТЕЛЯХ СУММИРУЕМОСТИ ТИПА
БОРА—ХАРДИ ДЛЯ ЗАДАННОЙ СКОРОСТИ. I

Пусть А матричный метод суммирования последовательностей и Я={Я„}
монотонно возрастающая последовательность положительных чисел. Вводится понятие
об Л-суммируемости со скоростью X, коротко ЛХ -суммируемости. В случае метода взве-
шенных средних Рисса устанавливаются необходимые и достаточные условия для того,
чтобы числа e,i были множителями суммируемости класса (Л,ЛА

).

§ 1. Матричные преобразования класса (с 7',с^)

Последовательность х = будем называть сходящейся со ско-
ростью X или просто Х-с ходящейся, если существуют пределы *

где

Множество всех вещественных (или всех комплексных) Я-сходящихся
последовательностей обозначим через с к . Если X ограничена (например,
если Хп = 1), то с х •= с, где с множество всех вещественных (или всех
комплексных) сходящихся последовательностей. Для произвольной X
имеем с х с: с. В частности, последовательности

принадлежат множеству с х .

1. Ставим задачу: найти необходимые и достаточные условия для
того, чтобы матричное преобразование А, переводящее последователь-
ность х = в последовательность у = (г) я) с

(3)

* Все пределы в данной статье конечные.
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принадлежало классу (с х т. е. удовлетворяло соотношению

А (с х ) cz
, (4)

где р = {р, г } — монотонно возрастающая последовательность положи-
тельных чисел.

Поскольку ek, е, ех €сх , то для справедливости соотношения (4) не-
обходимо выполнение условий

А ek € cv- {k = 0, 1, ...),

Ae с , (5)
А ех € с»-.

В силу второго из условий (5) ряд ank сходится, вследствие чего мы
k

можем переписать (3) в виде

ч. = 2гР‘ + .'(6)
к к

где I определяется первой из формул (1), а ß* — формулой (2). Ввиду
второго из условий (5) существует предел lim ank = а. Поэтому соот-

П k

ношение
А (с х) с: с

(более слабое, чем (4)) имеет место тогда и только тогда, когда пре-
образование последовательностей с матрицей (a n сохраняет сходи-
мость. Для этого, согласно теореме Кожима —Шура (см. [Д с. 12—13),
необходимо и достаточно выполнение условий

3liman*
= ak (k = о, l, ...),

П

(7)

= 0(1).

первые два из которых вытекают соответственно из первого и третьего
условий (5). При этом из (6) следует

r\ = lim ц п — ах ß + у- — ß) -j-
п к

где ß определяется второй из формул (1). Отсюда и из (6) находим

Мч« - л) = 2 И» (Р* - Р) + M.S а* - а) I +к к

+ (8)
к

В силу условий (5) пределы последних двух членов в правой части ра-
венства (8) существуют. Поэтому соотношение (4) справедливо (при



выполнении условий (5) и (7)) тогда и только тогда, когда преобразо-
вание последовательностей с матрицей

переводит все последовательности, сходящиеся к нулю, в сходящиеся
же последовательности. Для этого необходимо и достаточно выполнение
условий (см. [! ], с. 14)

(9)

первое из которых совпадает с первым из условий (5). Тем самым вы-
полнение условий (5), (7) и (9) необходимо и достаточно для справед-
ливости соотношения (4). Заменяя (на основе (9)), условие (7) усло-
вием lak I /X* < оо, можем сформулировать следующую теорему.

k

Теорема 1. Матричное преобразование А=■ (ank ) принадлежит
классу (сх ,с и ) тогда и только тогда, когда

(10)

При ХпШ (x rt =1 из теоремы 1 вытекает теорема Кожима—Шура.
2. Будем говорить, что преобразование А сохраняет

мость или если Л € (с х ,с х ),и улучшает
Х-с ход и м ость, если А 6 (сх

, при некоторой р, с lim р,Дп =°°.
П

Покажем, что преобразование А, улучшающее Х-сходимость, удовлетво-
ряет условию

(П)

Существование предела ak следует из условия Г.
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/ Cl n h CL k \

Vln Xh )

ЗИт \in {ank ak ) (£ = o, I, ...),

П

ц.2 ]а' 1Г = o{\),
к

1° Аек €сн (А =O, 1, ..),

2° А е £ с»,
3° А «? х € сн ,

4о^Ы<СС,
5° =0(1),

h ЛА

где * о* lim ank .
П

Если А € (сх
, то для любого х€ сх из формулы (8) следует

Y— JE —ß) ~h ank —a) Š~h lim ■p ßX ) ß,
/г nn n к

где

Y ■== lim pn (r|w г]) , afe = lim p„ anh ~ a
\

t

n n

n
lim ž\ank ak \ =ü.

n Л= 0
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Действительно, предположим, что условие (11) не выполняется.
Тогда существуют число ео > 0 и индексы vn такие, что

Следовательно

Ввиду условия 5° теоремы 1 отсюда вытекает

Поскольку полученное условие противоречит условию Пт [х п/Х п =°°,

П
то равенство (11) справедливо.

Из равенства (11) вытекает, что если консервативное треугольное
преобразование А улучшает Х-сходимость, то А является конулевым, т. с.

Отсюда, в частности, вытекает, что регулярное треугольное преобразо-
вание не может улучшать Х-сходимость. Поскольку каждое преобразо-
вание, улучшающее Х-сходимость, Х-консервативно, то возникает вопрос
о существовании Х-консервативных регулярных треугольных преобразо-
ваний, Ответ на этот вопрос будет положительным.

Рассмотрим, например, регулярный метод взвешенных средних
Рисса Р {R, р п ) с

(12)

п
где Р п = S Pk- Согласно теореме 1, регулярный метод Р является

к = 0
X- консервативным тогда и только тогда, когда выполнены условия*

(13)

* Второе из условий (13) получается из условия 3° теоремы 1, если иметь в виду,
что в случае Я п —>оо из третьего условия (13) вытекает

а Х
— lim —V -£i =O.

п Рн Xh

V« |fl v ft— fl*l >eo (« = 0,1,...).
/г=o n

Ä ly- 12* 1 . i
Ä=0 Kn

*г= °(нг)-
п V 'tnl

a = ak-
k

0-nk= \ "

[O, k n,

Э lim Ьь,
п Г п

п П k=o

=о(р„)
к=o K k



Если рп > 0 {п =O, 1,...), то первое и третье из условий (13) вытекают
из второго и, следовательно, второе из условий (13) необходимо и доста-
точно для регулярного метода Р. В частности, ввиду
асимптотической формулы

метод арифметических средних {R, 1) (рп =\) если
'Хп ~ (л -j- 1)т (o<у< 1), а, ввиду асимптотической формулы

метод Зигмунда (Z, а) {рп (п + 1) а па ) при Хп =;

= (п-fl)“- 1 (сх > 1).

§ 2. Множители суммируемости класса (Л,Л Х )

Пусть матричный метод суммирования А задан преобразованием (3).
Последовательность х {lk} будем называть X- суммир у ем о й ме-
тодом А или просто Л х-суммируемой, если Ах € с х

, т. е. если по-
следовательность у = {r|rt } является А,-сходящейся. Согласно общему
определению множителей суммируемости будем называть числа е п мно-
жителями суммируемости класса (Л,Л Х ) и писать
8„ б (Л,Л Х ), если для каждого Л-суммируемого ряда 2ил ряд 2j &n un
окажется Л х -суммируемым. Теорема 1 дает возможность применять ме*
тод обратного преобразования (см [*], с. 151—152) для нахождения мно-
жителей суммируемости класса (Л,Л Х ).

Пусть Л нормальный метод суммирования, заданный с помощью
преобразования ряда в последовательность матрицей (ank) • Тогда Л-сум-
мируемость ряда J£un означает сходимость последовательности с

(14)

Обозначив

мы с помощью преобразования

обратного к (И), находим

(15)
где

(16)

Обозначим через С преобразование последовательностей, определен-
ное формулой (15). В этом случае ел € (Л,Л Х ) тогда и только тогда.
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2 —
L-r~-r-;(n + 1) 1' r (°< v < i) ,m i) T { -y

{n -j- I)“ — n* ~a{n4- 1)
,

a 1

n

\,п JÜÜj O-nk
k—o

n

Цп '■—- ®nk &k
k=o

k
Uk —■ JEj Уfa ’

v =о

n

Л« JŽj Сnk Eft*
fe=o

n

Cnk I Ctnv £v
v=/e
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когда С € (с, с х ). Для соотношения С € (с, с 1), согласно теореме I, необ-
ходимо и достаточно выполнение условий *

(17)

Предположим, далее, что метод А удовлетворяет условию а по = 1
Тогда (см. [*], с. 51)

где fin* символ Кронекера. Ввиду этого нетрудно установить формулу

(18)

Вследствие (18) второе из условий (17) выполнено. Тем самым мы мо-
жем сформулировать следующую лемму.

Лемма 1. Если метод А нормален и удовлетворяет условию а„о —1,
то еп £ (A, A x) тогда и только тогда, когда выполнены условия

где c nk определяются формулой (16), a с*==Ишсп*.

п

Лемма 2. Если метод А регулярен и удовлетворяет условию апо = 1,.
то для соотношения еп € (А,А Х) необходимо выполнение условий

Доказательство. В силу регулярности метода А из соотношения
е„ € (Л,Лх) следует гп € (Е,А Х ), где Е метод сходимости. На основе
теоремы 1 нетрудно видеть, что соотношение гп € (£, Л х ) имеет место
тогда и только тогда, когда выполняются условия 1° —3° леммы 1 при

Применяя теорему 1, следует положить

iCnfc, п

О , /г > л.

Cek €cx (ft = 0,1,...),
Ce € ex

,

*»ihc*ic=o(i) f
ft =n+l

k„ft ck \ ■= 0(1),
ft=o

где ck ==■ lim c nÄ.
n

n
(ink ’== 6n0)

*=o

n
Cnk -—' 80.

£=o

1° Э ПтХп(с„„ ct) (* = 0,1....).
п

2° К ft Iс* 1 =0(1),
k=n+ l

3Р KS\Cnk-Cb \=.-0(\),

BlimMl— «»*)е* (* = 1,2,...), (19)
п

Я„8„+,=0(1). (20)

Cnk —A& (etnk &k) •



Последнюю формулу можно получить из (16), если учитывать, что при
А = Е имеем

Если иметь в виду, что

то (19) следует из условия 1° леммы 1, a (20) из условия, вытекаю-
щего из 3° леммы I;

§ 3. Множители суммируемости класса (Р, Рх )

Применяя лемму 1 к методу взвешенных средних Рисса Р (Р, р п) с-

докажем следующую теорему.

Теорема 2. Если метод Р регулярен
, р п ц= 0 и числа 0< Хп t удов-

летворяют условию *

Доказательство. Так как в случае метода Р имеем (см.
с. 108)

(22)

Условие (21) выполнено, если метод Р является. Я-консервативным;,

143О множителях суммируемости типа Бора—Харди для заданной скорости. /

akk= 1, ctfc+i, k= — 1, Qvä = 0 для v>k + I

Cnk Ck —Ak [ {&nk 1 )

К jt (Cnk'—Ck) =0(1).
k =0

= {P-t = 0),
* п

К2Цг=o(Р п)(21)
k=o

то en £ (P, P x ) тогда и только тогда, когда

r aiim (*=1.2,...),
П Гп

2“ Х„е„+,
= 0(1),

3° КРп-, = 0(1),
Рп

4° КŽ \Pt = 0(l),
. k=n+ l Pk

5° = 0(Pn).
k= 1 P h

'— h • -P M 1 j \ n
' _Ea—ank p h

’ a fe+l,* MPA ' рт+i/ ’ fe+2 ’ fe Pft+i,’
a' ft = 0 при n> k -j- 2,

то при A'= P формула (16) дает

Cnk = Pk A A(ap c>)
.

Ph
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откуда

(23)

Необходимость. Пусть гп б {Р, Рх ). Тогда условия 1° и2° непо-
средственно следуют соответственно из условий (19) и (20). Условие 3°
получается из условия

вытекающего из условия 3° леммы 1. При этом следует иметь в виду
формулы

(24)

из которых первая вытекает из (18), а вторая выводится применением
преобразования Абеля к сумме

Условие 4° теоремы непосредственно вытекает из условия 2° леммы 1.
Применяя формулу разности произведения, мы с помощью формул

(22) и (23) находим

(25)

где ank определяются формулой (12). В силу условия 3° и предположе-
ния (21) имеем

а в силу условия 2°

Поэтому из равенства (25) на основе условия 3° леммы 1 вытекает

т. е, условие s°.
Достаточность. В предположении, что условия I°—s° теоремы 2

выполнены, покажем выполнимость условий I°—3° леммы 1.
Из равенства (25) с помощью условия 1° теоремы заключаем о вы-

полнении условия 1° леммы 1. Выполнение же условия 2° леммы 1 непо-
средственно вытекает из условия 4° теоремы.

Т~\ д Äßкck P k А
Pk

и— l
hn У, {cnk £k) О ( 1 ),

k=o

И— l П- 1 д е
Cnk —BO Bд, 8п Р п~!

~ »
&=0 £=o Vn

Jk а Д eÄJE A Ek ~
k=o ä=o Ph

cnk —ck {ttnk —1 ) P/i & h iank + an, k+l)Pk ' '+l
’ 8 6+b

ph И1: + 1 pk

К2\{а«к +а*.кн)Рк ~I<К2 (I а„к |+ | ал , ш \) О (^) = О (1),
/е=o Р к + l 6=o \ A7t+i I

Кjt|Л* At ■ еи-1 1 = e„« | = 0(1)
k=o Ph

— | = 0(1),
fc= 0 Ph



Из равенства (25) следует неравенство

откуда, ввиду условий 2°, 3° и 5° и предположения (21), получается вы-
полнение условия 3° леммы I.

Примечание 1. В частном случае А п = I (п =О, I, ...) условие 4° влечет за
собой условие 5° и из теоремы 2 вытекает известная теорема Бора —Харди для метода
взвешенных средних Рисса [ 2 ].

ДоПримечание 2. Если Х п t°° . а Р п и А—- {п —O, 1, ...) сохраняют знаки,
Рп

то условия 4° и 5° теоремы 2 вытекают из условий 2° и 3°. Действительно, с помощью
второй из формул (24), ввиду условий 2° и 3°. находим

A esПоскольку P h А ~~ сохраняет знак, то отсюда, ввиду условий 2° и 3°, следует усло-Pk
вие 4°. Выполнение же условия 5° вытекает из тождества

получаемого с помощью преобразования Абеля в силу второй из формул (24), ввиду
условий 2°, 3° и предположения (21).
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G. KANGRO
BOHR-HARDY TÜÜPI SUMMEERUVUSTEGUREIST ANTUD KIIRUSE PUHUL. I

Jada x {£„) nimetame koonduvaks kiirusega X = (A n) ehk lühidalt
1-koonduvaks, kui eksisteerib lõplik piirväärtus

limX„(g« —S) (g = limgn),
n n

Ja Vsummeeruvaks maatriksmenetlusega A ehk A X -summeeruvaks, kui jada Ax on
Z-koonduv. On leitud efektiivsed tarvilikud ja piisavad tingimused [A, A*') -tüüpi sum-
meeruvustegurite jaoks juhul, kui A on Rieszi kaalutud keskmiste menetlus.
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?w. i: I cnJ -ct ] < i: 1 n a I +
k= 0 ! гп|/г=! Pi

+hn JtJ 1 (<Znk + an, k+l)Pk ~—■ 1“h I srt+l !,
fe=o ft+l

jj +

fe=n+ l P h P n +l

"

в /
р

Ae fc+a / , Aen +i\Ph- 1 Ph А Jtj ph IБ& + 1 Pk n I 8n+ll Рп f •

k=o P h k=o \ Pfe +I ' ' Pn+ll
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G. KANGRO
ON THE SUMMABILITY FACTORS OF THE BOHR-HARDY TYPE FOR A GIVEN

RAPIDITY. I

A sequence *={| n ) is called convergent with the rapidity X = {Xn } (0 <Xn f) or
briefly X-convergent if the finite limit

lim X„ (£ n —|) (| = lirri|n)
П П

exists, and X-summable by a matrix method A or if the sequence Ax is
Я-convergent. Effective necessary and sufficient conditions for summability factors of the
type ( A, AX

) are found, A being the Riesz method of weighted means.
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