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ОБ ИНТЕГРАЛАХ ГИРОСТАТА В ПОЛЕ СИЛ, ЗАВИСЯЩЕМ ОТ
КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА И УГЛОВОЙ СКОРОСТИ

В работе, продолжающей исследование jr-3 ], приводятся достаточные условия су-
ществования двух интегралов для уравнений движения гиростата, несущего маховики,
при действии сил, зависящих от кинетического момента и компонент угловой скорости,
а также от трех произвольных функций времени. При совпадении двух первых из них
обнаружено обобщение случая интегрируемости В. Вольтерра [Д

Известно, что уравнения вращения вокруг неподвижной точки О ги-
ростата, содержащего маховики, записываются соотношениями

в которых векторы L и M определяются моментами приложенных сил,
{g} тензор инерции, соответствующий распределению масс махови-
ков,

а векторы К, fl, k , а, ß, у и тензор {G} имеют принятый в динамике
гиростата смысл.

Допустим, что векторы L и М приняты равными выражениям

содержащим три неопределенные функции времени h{t), цЯ), v(0-
Используя равенства (4), (5) и (6), нетрудно показать, что уравнения
(1) и (2) обладают интегралами
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dK/dt = [K,ä\+L, (1)

dk/dt = d{g} (fl) Idt +M, (2)

daldt [a, fl], dß/dt =■ [ß, fl], dy/dt = [y, fl], (3)

K = {G}{Q) +k, У'
-

(4)

L 'kKWK II” 1 + m-[/C, fl], (5)

M = XXII XII-' - v{G-g)(Q) IKG (Й) IГ', (6)

t

lIXII = llXoll + f W)dl, (7)
to

t

II (G - g}4’ (Q) II = lI{G - g}V. (fi„) И+ jv(6)rfg, (8)

https://doi.org/10.3176/phys.math.1968.2.03
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в записи которых \\х\\ определяет функцию {х\ + ... + х2
п)',г . Можно за-

метить, что интегралы (7) и (8) не содержат функцию ц(/), явно зави-
сят от времени и соответствуют выбору внешних сил, для которых
момент относительно точки О всего лишь параллелен плоскости, натя-
нутой на векторы К и [К, Q] и проходящей через точку О. Для сущест-
вования интегралов (7) и (8) необходимы очевидные из механики свой-
ства положительной определенности оператора {G — g} и его симметрии:
(G g}T ={G я}- Нарушение второго свойства не оказывается, впро-
чем, существенным, поскольку в этом случае будет справедливым иное
выражение для интеграла (8). Действительно, если для такого абстракт-
ного случая избрать в качестве М вектор

то система уравнений (1) и (2) позволит определить ||о)|| 2 уравнением
dln ||©|| 2 Ай = 2ö(f) 11/(II- 1 =2Я(O Q (II /(||)||/СИ“ 1 (е(«) любая), кото-
рое особенно просто интегрируется для частного случая q((|/C||) = 1,
(6(/) =Я,(O) и дает, согласно выражению (7), следующее значение
квадрата нормы вектора со = {G —

где Со некоторая положительная постоянная, соответствующая со(/о)-
K{to). Существенно, что этот случай (6{t) ■= Х(/)) заменой переменных
и времени по формулам

приводится к случаю В. Вольтерра ['], для которого указаны квадратуры,
полностью определяющие движение гиростата (особые подслучаи разра-
ботаны в работах С. Эна и Б. А. Смольникова [2 < 3]). Действительно, из
уравнений (1) и (2), когда векторы L и М определены формулами (о)
и (10) следует, что вектор l Jr{g}{R) постоянен в пространстве и ра-
вен некоторому вектору т\ уравнения (1) и (3), приобретающие вид

Для вектора Р легко получить выражение {G g}(R) т, а вводя

новое время а, равное ооН- |( 1 ц(т) )*7т, в уравнения (11) составить

далее в главных осях систему уравнений, рассмотренную совместно с
интегралами (13) и (14) в работе{Д в которой роль А, В, С будут
играть соответственно разности G, —gi (/=1,3).

Сопоставляя уравнения (11) и (12) при надлежащем подборе уо> а
также используя готовые выражения векторов R{ с) из работы[2] и

Ш К II- 1 —õilК 11 - 1 { ([(G —g) W) - 1} (G - gyh (Q)
,

(9)

imi 2 = imi2 d, (Ш)

t

й = || Я II Я, А = 11 /СИ Л Я =IIЯ II Л т = тO + J

dP/dx = (1 + ц)[P,RI (И)

da/dx = [a, R], ds/dx ■= [ß, R\ dy/dx = [y,Rl (12)

обладают, согласно (7) и (10), интегралами

il Р 112 = 1, ( 13)

\\{G-gyHR)\\2 = Cl (14)
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принцип суперпозиции, можно убедиться в справедливости формулы
у = Р(х) II Р{х) II" 1 = Р{х), которая исчерпывает вопрос интеграции си-
стемы (11) п (12). Действительно, для углов Эйлера имеем формулы

Если ц, —O, то все отличие рассматриваемой картины движения сведется
к иной зависимости углов Эйлера от «старого» времени при полном
сохранении геометрии траекторий относительно случая [*], между тем
как при р Ф О ясно, что а(т) Ф т и поле скоростей апекса с течением
времени деформируется вдоль параллели, индуцируя многообразие,
качественно отличное от множества траекторий Вольтерра.

Обсуждение. Два интеграла (7) и (8) получены в поле сил,
зависящем от относительных и абсолютных угловых скоростей гиро-
стата при трех произвольно выбранных функциях времени в коэффици-
ентах. Это обстоятельство в принципе позволяет понизить порядок сис-
темы уравнений (1) и (2) на две единицы с 6 до 4. Используя сво-
боду выбора этих функций, можно понизить порядок последней еще на
три единицы, определив момент М выражением А, || /СП — 1 {k ф .{g} (Q)),
вообще отличным от нуля, что приведет нас к полностью интегрируе-
мой системе типа Вольтерра. Далее, функция р(/) не является препят-
ствием для получения конечных результатов, представляющих обобще-
ние случая В. Вольтерра {'].

Другие возможности, связанные с иным выбором q(l|/(||), не исчер-
пываются этим случаем, имеющем непосредственное отношение к задаче
быстродействия гиростата.
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I. KEIS

GÜROSTAADI INTEGRAALIDEST KINEETILISEST MOMENDIST
JA NURKKIIRUSEST SÕLTUVAS JÕUVÄLJAS

Artiklis antakse piisavad tingimused kolmest suvalisest ajafunktsioonist sõltuvate
jõudude mõju all oleva gürostaadi liikumisvõrrandite eksisteerimiseks. Näidatakse, et
Volterra integreerimisjuhu üldistus on võimalik sel juhul, kui kaks esimest ajafunktsiooni
on sarnased.

ФФ — (т) ф tn i] [ (G 3 Ri (т) ф m2] " 1,
cos 0 = (G 3 £з)/?з(т) ф т3 ,

*|)/A:={[(Gi gt)Äi(T)+mI]fi 1 (a(T))+{(G 2^-g2)Ä2(T)-|-m2 ]Ä2(a(t))}

{[(О.-гОЯ.М + т.Р+ ЦСг-^/ЫтТ+т^}-1
, (15)

где *

Т=То ф [ { II /СоII Ф [ М'ПФ'П)
ta ta
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TWO INTEGRALS OF GYROSTAT, TUMBLING WITHIN THE TORQUES
WHICH DEPEND ON THE KINETICAL MOMENT AND

ANGULAR VELOCITY

The author of this paper presents sufficient conditions for the existence of two
integrals corresponding to the gyrostat carrying wheels and subjected to torques
depending on the kinetical moment and the angular velocity, including three independ-
ent functions. A coincidence of the two above-mentioned conditions leads to a gene-
ralization of Volterra’s case of integration.
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