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О ПРИМЕНЕНИИ ПРИЕМА ВАЛЕНТАЙНА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ
ПРИНЦИПА МАКСИМУМА

Рассмотрим задачу минимизации функционала У 1 f[x(T), Л-фт
+ j /J (х, и, V, t)dt на множестве ограничений, приводимых к виду

о
dxjdt = fi(x, и, V, t) (i l ,п) (1.0)

фу(л:,/)<0 (/= 1, tnu

фs {х, U, V, f) 0 (s = 1,n,,

и при краевых условиях

М(0) xio, Т=Т0 = const. (1.3)

Относительно числа k кусочно гладких и непрерывных управлений it

предположим условие дискретные управления vl {l=\,N) опре-
деляют своими значениями конечное множество векторов Рт/.

Определим новые переменные xn+j и управления [ ! ] посредством
равенств, эквивалентных ограничениям (1.1) и (1.2);

ехр (хп+] -) -f- фу {х, t) = 0 (1.4)

ul+s + ss {x,u,v,t)Во. (1.5)

Если дополнить систему уравнений (1.0) согласно [2] уравнением
dt(dx)~ l = \ с краевым условием У(0) = 0 и ввести функцию =

-\-{dfldXi)fj-\- df/dt, то рассматриваемая задача окажется эквивалентной:

задаче минимизации функционала I = jf{x, и, v,x)dx при ограничениях;
и

(1.0) (1.2) и условиях х1 (0) = х,о со свободным т, заменяющим t в фор-
мулах (1.0) (1.5). Всюду в дальнейшем t играет роль т.

Предположим, что благодаря свойствам функций ф j{x,t) и перемене
нумерации можно считать Xj функциями от переменных хц, хп+/, t, обла-
дающими необходимыми в дальнейшем свойствами непрерывности ш
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дифференцируемости. Независимые переменные определяются системой
дифференциальных уравнений

dXji/dt -= fji {Xju xn+i , и, v, t) ii i =m,+l, n)

(1-6)
dxn+j/dt = —exp (—*„+/) ( dyj/dxnfn + dtpj/dt x ),

в которой индекс 1 означает подстановку выражений х,-(х,- ь xn+j , t) после
окончания остальных операций; краевые условия для переменных х сис-
темы уравнений (1.6) суть значения x,- lto , х„+/,о = In [—tp7 (xO, 0)]. Дли
вектора (Хд, хп+l-) применяется обозначение х.

Допустим, что функции обладают всеми свойствами, необходи-
мыми для существования решений и°\ ... Uki [и0 и°(х, v, иO , U\,t) , uQ =
=(w n i-M ... uk ), ux ={ak+ \ ... uk+ni) ], удовлетворяющих равенствам (1.5).
Заменим в правых частях уравнений (1.6) ив выражении для функции
fo зависимые переменные и управления на соответствующие значения
функций Xj, и0 и обозначим результаты подстановки символами yt {i
•= 1, Л), Уо-

Будем считать, что функции (х, иO , и и v, t) определены, непрерывны
по х, иO , ии v,t и непрерывно дифференцируемы по х, t; тогда (см. [ 2])
для задачи применим принцип максимума Понтрягина; в частности,
оптимальные управления доставляют максимум функции HQ = (v =

= o,п) на множестве v, w ( w = {u o, и х )), а краевые условия для импуль-
сов р, удовлетворяющих уравнениям

dpjdt= —pv,dy v.idx y (ц = 0, п), (1.7)
суть;

р O {Т) =— 1, р-л (Т) = 0 (Vi = 1,«). (1.8)

Ввиду постоянства импульса рO , согласно уравнениям (1.7) и пер-
вому из условий (1.8), функцию Н0 можно представить в виде суммы

PviJM (х, V
,

w, t) yo {x, V, w, t). (1.9)

Предположим, что известно конечное число множеств R mi{x, р, и у

ии t), имеющих в качестве множества взаимных пересечений конечную
совокупность точек в пространстве х, р, и, их , t, на которых векторы Vmt
состоят из оптимальных дискретных управлений v mi{ml)

V ml -—■ \р m\

Допустим, кроме того, что множества R m[ являются открытыми обла-
стями относительно управлений и, щ. В каждой из таких областей для
определения оптимальных управлений и, щ имеем уравнения

р-ii fdwa = дуо/dwo [о l,k), (1.10)

которые образуют относительно импульсов линейную систему. В области
Rmi для системы уравнений (1.10) возможны два случая;

1° ранг матрицы ||di/ v i /dw a || равен числу k

2° ранг матрицы !dw a \\ меньше числа k.
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В первом случае можно выразить импульсы /?а как линейные функ-
ции от p q {q = k -j- 1, п) с коэффициентами, зависящими от wa . Под-
ставляя эти выражения для ра в уравнения (1.7), получим линейную
систему уравнений относительно производных dwa/dt, решая которую
составим соответствующие дифференциальные уравнения для определе-
ния управлений (с правыми частями, зависящими от х, р р,

шст , t) . Крае-
вые условия для определения решений нетрудно получить из равенств
(1.8), если предварительно осуществить интеграцию уравнений (1.6) и

'оставшейся для определения pq части дифференциальных уравнений
'(1.7). Сложность этой задачи, вообще говоря, того же порядка, что и
краевой двухточечной задачи [ 3].

Во втором случае всякая система равенств, выражающая равенство
нулю всех миноров матрицы \\dy^i/dwa \\ порядка k\ /г, должна быть
дополнена по теореме Кронекера —Капелли соответствующей линейной
относительно членов dy0/dwa системой равенств, выражающих обраще-
ние в нуль всех миноров порядка k\ «расширенной» матрицы. Среди
решений равенств такого рода, представляющих w = w{x, t), необходимо
выбрать такое, при котором Я0 минимально. Если следующий по поряд-
ку малости минор порядка k x 1 отличен от нуля, то для ра\ (сц =

= l,ki —1) применима схема первого случая.
При отсутствии дискретных управлений нет необходимости строить

области RrnL и вычисления существенно упрощаются. Изложенный прием
имеет целью избежать трудности, связанные с нахождением решения
w = w{x,p,t), доставляющего максимум Н 0 из (1.9) согласно обычной
схеме вычислений. Нетрудно заметить, что приведенные рассуждения
легко распространяются на краевые условия, отличные от рассмотрен-
ного типа, тогда как условия (1.5) можно трактовать как связи при
нахождении максимума функции Н0 методом неопределенных множите-
лей Лагранжа относительно управлений щ, w и применять рассмотрен-
ный прием исключения некоторой серии импульсов.
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I. KEIS

VALENTINE ! MEETODI KASUTAMISEST MAKSIMUMPRINTSIIBI ÜLESANNETE
LAHENDAMISEL

Osa impulssidest on väljendatud Pontrjagini funktsiooni maksimiseerimistingimustest
ja uued koordinaadid ning juhtimised esitatakse funktsionaali konditsionaalmiinimumi
leidmiseks.

/. KEIS
ON APPLICATION OF VALENTINE’S METHOD FOR SOLVING THE MAXIMUM

PRINCIPLE’S PROBLEMS
Expressing impulses from the conditions necessary for the minimization of Pont-

ryagin’s function and introducing come new phase-coordinates and regulations the question
of solving maximum principle’s problems when subjected to various constraints is reduced
to the proper non-linear differential equations with special terminal conditions.
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