
в. полль

О СХОДИМОСТИ НЕКОТОРЫХ МЕТОДОВ НАХОЖДЕНИЯ
СТАЦИОНАРНЫХ ТОЧЕК ФУНКЦИЙ

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

В статье [ ! ] были обобщены методы И. Шмидта [2 ] нахождения стационарных то-
чек функций одного переменного на функции нескольких переменных. Было доказано,
что при обобщении порядки сходимости методов остались равными порядкам сходи-
мости соответствующих методов И. Шмидта.

В данной работе доказываются теоремы сходимости методов, приведенных в
статье [']. Эти теоремы являются вместе с тем и теоремами существования стационар-
ной точки для данного класса функций, и из них можно получить более точные оценки
погрешности обобщенных методов по сравнению с оценками, приведенными в [']. Метод
доказательства соответствующих теорем аналогичен методу доказательства теорем
И. Шмидта с несущественными изменениями.

1. Пусть G класс функций

y = f{xих2,...,хп), (1)

для которых при любых х', х", х'", xIV, принадлежащих к некоторой замк-
нутой сфере S С т„, определены разделенные разности [! ] /и (д/; х") ,

F ц(х'; х"; х'"), f l2 (x'; х"; х"') и выполнены следующие неравенства:

||fИ (х'; х x'")~Fn(х"; х'"; xIV) || — х"\\ +

+ fc(|x" х'"\\ с\\х'" X lV ||

(2)
li F l2 (x'; х"; x"')-F12(x"; х'"- х || +

+ е\\х" х'"\\ + I\\х'" хЩ,

где а, Ь, с, d, е, f неотрицательные числа.

Рассмотрим на G приведенные в статье [ !] методы нахождения ста-
ционарных точек функций

J£(rt+l) х(п)
_

П-1, П-2
_|_ рп, n-i, п-2 J—l J-pi. TL 1 _l_ pn, nl, n 2 x(n) x{n-l))J

(3)
xdn+V =xW [F n {xW; yW; x*"- 1))-)- F l2 {xW; yW; x*"- 1)).]- 1 X

Х[Л {xW; yW)+ F ]2 {xW- yW; X(n-D) —ž/(n))],/ (n) )], (4)

где yW axW -f (1 a)x( n-6, (0 < a <1)
.
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2. Рассмотрим числовые последовательности, встречающиеся позже
в доказательствах теорем 1 и 3.

В теореме 1 встречаются следующие последовательности:'

а) {сг„}:

Т)O2 / V. Л\ 03
.

04 02

.
.

(5),
„

05 2 071—2 oп—3 („ N, .0 <л > 7 )-

б) (е„):

83 = 04 = O.-2 07.-- (»>«. (6)
1 U2 I On — 1

Последовательность {q„} можно записать еще в следующем виде:
" 02v-l

02„ = 2"- 2оз П3
(7)

Дт a2v- 2
02/1-1 = 2 0з П1 _О2ч—2

’ (П >2) ’

в) |т„);

т„=-—(«>3). (8}
1 П77 J

Величина ог должна быть такой, чтобы выполнялись следующие
условия:

О o<ср < 1 Й= 2, , 6)

2) а,- (1 = 7,8,...) (9)
3) 0/ 0= 3,4, . . .).

Нетрудно показать, что условия (9) выполняются, если

О<С 02 o*> (10)

где о* наименьший положительный корень уравнения

(1 + 6г| -К4г| 2 ) a 3 -h {1 +Bri 4 Srf) а2 —(3+ 6ri ) а + 1 =O. (11)

Например,

{O,lB, если ц— I

0,1, если ч=2.
Учитывая неравенства (9), легко получить для последовательности

следующую оценку:

02/м 02«-3 03.|уЗ~) - (12)
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В теореме 3 встречаются последовательности {о'п }, (р' г } и {т'}..
Эти последовательности отличаются от соответствующих последователь-

оностей, приведенных в статье [2 ], только коэффициентами: вместо —~—

следует положить 2 а.
Если учитывать все ограничения, налагаемые в теореме 3 на после-

довательности {сг)г } и ( 0;>, то получим для сг.', оценку

О <о 2 <а**, (13) г

где о** наименьший положительный корень уравнения

(22а —5) а4 (14а -{- 48) а3 + (2а + 44) а2 —l2а + 1 = 0 (14)

(если а = 0, то а**—o,l6).

Замечание 1. Оценки (10) и (13) можно несколько улучшить. Но уравнения
для определения допустимых верхних границ для а2 и а'

0
будут иметь громоздкий вид

и более высокую степень, чем уравнения (11) и (14).

3. Рассмотрим метод (3). Пусть х (0) , х (2) начальные прибли-
жения для метода (3).

Обозначим

02= -шах{||х( 3 ) х(2)||, (|*(3). —*(l)||}; (15)

K\~CL~\-d', К2 b -|- е\ /Сз = с -J-
-/ 2 „ 2 „ || х(2) х(1) -|[ jry=maх = 03К. + -К2 +

T Ka) + (I 2(Т3) Кз; —(Дi T Ka ТКз) j
и пусть

5= S [x (3)
; шах {гр 3; —■ х'й)\\- =o,|2)] *, (16)

2(1 =- (Т 4 )где "Г- За! I
Теорема 1. Пусть

1° ||(Е2- 1
1 ’0 + Е^°)- I || <t2 ;

2° а) а2 = ъ{Кl\\хМ —хЩ +К2 + — хМ\\) < а*„
где а* - наименьший положительный корень уравнения (11);

б) Щ(3) *(2) II +O3 ~(I<73) 021-
в) YQ2 < ?;

3° для любых х', х", х"', xw е 5 выполнены оценки (2).
* Через S [а; г] обозначается сфера \\х a|j г.
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Тогда функция (1) имеет в сфере S стационарную точку х*, к кото-
рой последовательность (3) сходится со скоростью

ll** —*<«>ll <гo«,
( п —3. 4, ...). (17)

Доказательство. Сперва установим, что имеют место следую-
щие соотношения для п > 3:

1) существует (F"' t n~‘’ "~"

+ fiõ п~‘’ п ~ 2
) -1

,
следовательно, может

быть однозначно определена из выражения (3), и

tn : =II (fu+К < г—— s£r„;
1 On — 1

2) ||jc(«+D —хЩ <ö„;

3) ; =т„(/C 1IIjcC«+ 1 )
-ХЩ + K2\\xM х*-Щ +

+ Кг - *(«-*) ||) < (Ai + Ao + Аз)тпеп_2< ;

4) лЗп+l ) 6 S.

Доказательство соотношений 1), 2), 3) и 4) проведем индуктивно.
Докажем сначала, что они имеют место для п > 7, поскольку начиная
с этого номера доказательство проводится единым образом. После этого
докажем справедливость вышеприведенных соотношений для п = 3,4, 5, 6.

Пусть 1), 2), 3), 4) справедливы для индексов п — 1. Докажем их
справедливость для п (>7).

Для *(я), jc(n-2), существует матрица;

GT-. / пп — 1, п—2, п—3 . г л-1, п—2, п—3 ч , / пп, п— 1, п—2 . —, п, п— 1, п—2 ч
л = Е (А и +АI2 )“ЧАи +АI2 ) =

- —,n—i, п—2, п—3 . -.п—l, п—2, п—3 ч
|

. —.п—l, п—2, п—3 . „п— l, п—2, п— 3
= (cu +С I2 j (Г j, (612

_n, п—l, п—2 _,п, п—l, п— 2ч
Т И г 12 Д

причем в силу (2)
И /■"» II / М Г" п ’ п~l> п~2 пп 1» Л- —2, П—3 •• . ii рП, П— 1, П—2 р п“1» П—2, П—sцч /lIGJ< Tn-i(IIFu —A,. I!+IIAi2 А» ИХ

<тл_, (/Cil|jc<«> - *<«-D|l + A2 ||x(«-d -
*(«-*) || + А3Ц* (Я - 2 )

- дс(*-»»||) =

Sn—\ £4~ C7 n-i 1.

Так как ||GJK 1, то по теореме Банаха о линейном ограниченном
операторе существует обратная матрица

{Е - Gn ) -1 = X "-1’
"“2

+ Р пТ 2 п~и ")-> (FГ1
'

п~2
’

п“ 3
+ /С*’ п" 8

),

откуда следует существование (Еи П I,п 2
‘
,г‘ 2

) -1 . Следователь-
но, х< п +l> определяется однозначно из (3).
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Из теоремы Банаха следует также, что

tn =ll {FT, п~и n~2
+ f:2 n- 1’

n - 2 )-MI =li(E - G n)- 1 x
x/ f F n~i ’ "~ 2, n~3 4- F" -1, n~2' n~3

'i -1 11 *n ~l Т7г - 1 rЛ Г,г } 1 On-l 1 On-l Гп ’

Далее имеет место

jc(«+D *(«) = (К; п~и п~2
+ К; n“ 2

) - 1 [(F"; п ~ и п ~ 2 Я*Г’ п~2, п~ 3
) X

X (*(п) п ~ Х)) + (Fiž п~и п~2
- F' 1- 1 ’ п~2

’
"~3

) (jc(«) x(«-2 ))].

Имея в виду 2°, 3° и равенство (8), получим

Цх (п+l) л;(«)|| <Стл [\\xW Д ГI “ I >|| {а\\х(п "> л:( ,г - I )|| +

+ b\\x&-V + с||*("-2 ) Д"~3 )У) +

+ ||*(«> *(""2)|| (d\\xM +

-f- —
*("-2)|| -f- /(|jc(«-2 ) Д"-3>||)]< (18)

tnfen-i {a\\xW ö||^(n_l ) х( п- 2 )|| + сЦ*И-2) ;c (n ~ 3 )ll) -f-
-+ (Qn-i + On-2) №(«)-х(«-пц +

+ e|ljc(n-i) _ х<п~Щ + /1U {,1~2) Д"-3 )||)] <

<2. т"~1
— {Ki\\xW jc(«-D|l +К2 +

1 On — 1

+Кг И Д"-2>
- л: (”“3) 11) Qn-2 < 2 ö„_2 = q„.1 Gn -1

Теперь установим соотношения 3) и 4). В силу (6), (8) и 2° имеем:

{К\ Q n XК2 Qn- 1 XКг Qn-2 ) XК2 X Кг) Qn- 2 =

2tn -2 (/Cl Кг ~Ь Кз) Оп—3 Qn 4 2 O' п—2 Оп —3
(1 On-l) (1 о л-2) (1 On-з) 1 On-l 1— Оп-2 1— Оп-3

~~ П

и, учитывая (12) и (16), получим

11*<п+»
- * (3) II < + Qn-i X••• X Q 3 <

Г 1 . 2аа , , / 2о4 \"- 2 1 04 )
< 2е* 1 1 + J <-ГГз5ГOз = гез.

следовательно, Дл+l) 6 5.
3 ENSV ТА Toimetised F * М-2 67
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Далее докажем справедливость 1), 2), 3) и 4) для п =3, 4,5, 6. До-
казательство 1) и 4) не требует дополнительных рассуждений, но для
доказательства 2) и 3) привлекаются условия 2°б) и в). А именно

||*(4 > x(3 )|i< t 3 \i\\xW ~хЩ (а||х (3) —хЩ +

+ Ь\\х& лД)|l + c|ljc(D jc(°)||) +

4- ||je(3) _ X (i)(| (tf||*(3) _ X {2) у 4_ e\\xv)
_

+ fll* (1) -xw ||)]< 2t3 (Ai \\xw - 11 +

+ K 2 WxW- je<»|| + XB lk»> - jc<°)||)oj <2 = 63^1 Ü2

S3<T 3 (X.Q3 + + KlWicW- *<» II )<
/ 2 L, , 2 , ||*<E > 1x6)11 \

„ iluvea >1 a 2Д, Т]Тз I 5 O3A 1-p A2 T 109 Д; T -A "j (T 3,,\ I a ö M I : r|Q2 J «- 1— 02

1]X,{5)
_ x(4)(|< г4ЫаН*(4) *(3) ll + Ai*(3) *<2) ll+

+ C \\X {2)
_ jcd) I) ) -f (||*(S) _ *(2) (j Д- Q3 ) (rfjj *(4) X&) II +
+ e|lx(3) хЩ\ -f /IU(2) хЩ)] <

< T4[(il^ (3)
- *(2) II + Q 3) (Alll* (4)

- * (3) II + A2IU(3) -xWII +

+ A3ll*< 2)-*(l )||]< (1-*з>СаХ
1 —из T)

x (Alll*w - x<3 > il + A2IU< 3 )
- X W II + A3IU (2)

- * (1) II)< I a3Ö2 =q3 =

54^T'4 (AiQ4 A203 +Аз— (1 2оГз)р 2 )

= [|MAi + A 2) +- (1 —2(Тз)Аз]р2 =

||x (6)
— x(5) ll -X 2 —o3= 05 (доказательство аналогично

1 04

доказательству (18));

5ö T 5 (2Ai y~^о 4
3 A2 Q4 + A3Q3)

=TITS + fA2 + -A3 )q2 --<

11t.0,-Q 203 <?4 П2 .

(1 0 4 )ч 1—• «А 1— n 2 5 ’

||лД) — Д 6 )|| X2 t
as

g
- q4 =q6 (доказательство аналогично)

доказательству (18));
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5 6 (KlQe + K2QS + K3Q4) Tg Хц+ —K2 + ~ СГзO2

r)tSYQ2(T3 _ a 5 ,

(1-ав)л бб -

Далее из 2) и (12) следует, что (при

ll* (n+m) *
("}II < Qn+m—l +•••Ч- Qn < 2q,j (I+2 —l_ +-...)=/■ е« (19)

и, следовательно, последовательность {+п) } в силу того, что Ишда =O,
П -> 00

удовлетворяет условию Коши. Ее предел я*, как легко видеть при пре-
дельном переходе (т—>оо) в (19), удовлетворяет неравенству (17).
В частности, х* 6 5.

Осталось показать, что х* является стационарной точкой для функ-
ции (1), т. е. что х* удовлетворяет уравнению f(х) —O.

Имеет место неравенство
11/'(х*) j| = Ц/Д (х*; х*)Ц 11+(х*; х*) (/?».»-*■»-* +

_j_ рп- п- 2 )(х(п+ 1 ) *(")) Fп' 7+ п~l, п-2 (х< п) х^-1 )) II
!|/+ (х(п >; х*; х*) || ||х* х^п Ц\ + ||E l2 (x(n); x(" -1); х*) || Цх* х(Л-I) || +

+ ЦК"; n- 1 * n - 2 II — х<"> || + НЕ"’ "-1 * "~2 l| ||х(«+ 1 ) x(«-D И. (20)

Так как для любых аргументов х\ х", x"r e S имеет место неравен-
ство

HEls (x'; х"; х'") Ц ||E ls (x*; х*; х*) || + max (a; d) ||х* х'Ц +

+max(ö; е ) Цх* х"\\ + max (с; f) Цх* х"'\\ {s= 1,2),

то, переходя к пределу {п -> оо) в (20), получим f'{x*) =O.
Теорема доказана.
Теперь докажем для метода (3) теорему сходимости при более жест-

ких условиях. А именно, предположим, что обратная матрица {F n +

+ F l2) — 1 существует и ограничена, т. е.

||[En(x';x";x"') +F l2 {x'; х"; х"')]-Ц\ р (21)

для любых х', х", х'", принадлежащих к сфере

е[х<3); шах{——; Цх (;) х(0) Ц }j ,

где
h = 2p[(Ki + К2) 11+2)

- хП>|| + Кг lU'o) - х<°) HL
Теорема 2. Пусть

1° Цх(3) х(2) || < ЦхО) х(°)||;
2° для любых х', х", х'", xIV eS имеют место (21) и (2);
3° А.< 1.

з*
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Тогда функция (1) имеет в сфере S стационарную точку х*, к кото-
рой последовательность (3) сходится со скоростью

I| л: *_ х(п)ll^ т^l||х(2)_ Д;(l)|| (/2 =3. 4. ...), (22)
где

М-п Рп-2 Цп-з ~Ь 1> Цо fxi —Цг— 0.

Доказательство. Докажем, что для всех индексов (п 3) спра-
ведливы следующие соотношения:

1) rn с= ||лЗ" +1) x(n) il nr 1
n~3r { ;

2) x(«+‘)eS.

Справедливость 1) и 2) для п= 3,4, 5 легко проверить. Докажем,
что и для п > 6 1) и 2) справедливы:

га ||* (п+l) —хЩ р[г п- х {arn-i + Ьгп-а + сгп- з) +

4- *(n~2) ll (drп—\ + ег и_2 + /гп_3 )] /гЦп ~2 г, (Кф ]Хп ~' г. -f
+ К2/гЦп ~2 г, + КъЬ^ пг п) < + А2 )п + АзЫ X

Х^п-2+^п-з г _^п-2 + |2п-з+l г, =А М 'П Г 1 ;

||_Y(n+i) х(3)ц Гл г ( 3 -j- ... + \)г х следовательно,
*(«+6 е 5.

Так как

i!*(n+m)i +...-f rn < у-- I/-,
то последовательность {аЗлД является последовательностью Коши, пре*
дельный элемент которой удовлетворяет неравенству (22).

Доказательство того, что ** = limx(n) является стационарной точ-
П —*■ со

кой функции (1), проводится аналогично доказательству такого же ут-
верждения в теореме 1.

Теорема доказана.

4. Аналогичные теоремы можно доказать и для метода (4).
Пусть лД), х(2) являются начальными приближениями для метода (4).
Обозначим

Q = max (Hxtf) xW II, ||x (2 > z/(2) II, ll«/ (3)
~*(2) II, IU(3)

«/
(2)II};

К 2я -f- (2 —a) d\ = b - j— /C3
= (2 —a) c -J-

-y' = max {(AJ + A), + Ag); (2 —а) [к; a' + (aOg —a+ 1) + /Cg]}
и пусть

S = S|>< 3); шах {t'q'3 ; ||*(3) * (t) || lf=li2)],

,
2(1 CT4)

где r =
; ; i i

1 aо 4
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Теорема 3. Пусть

1° ||[/=,ц(*< 2)
; y (2) i xV) ) + /V(* (2)

; У{2)
; xM)]-'\\^<2 ;

2 0 a) 02 = r' 2 [K\ \\xW -хЩ + K'2 i|//'-3 >
-

2 >li + - x(»||] <a**,

где g** наименьший положительный корень уравнения (13);

б) (1-а)IИ-х<2)||+ o;<(2-а)(1- 0;)е;;
, а9в) v'e2 <-■ 1

Т2

3° для любых х', х", х'", xIV 6 S выполнены оценки (2).

Тогда функция (1) имеет в сфере S стационарную точку х*, к которой
последовательность (4) сходится со скоростью

||х* — х (п) || {п =3,4, .
.
.).

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы
1 (см. также [2 ]). Поэтому приведем только некоторые наиболее важные
его моменты.

Оно основывается на следующих неравенствах, имеющих место для
х{п\ У(п)

,
х( п ~х \ у (п ~ х\ х^-2 ) 6S:

<;: = ИГм(*<“>; y in)
; x(”-4), + F, „(*<">; »<«>; <■■ V'-s^;

1 °п—\
(23)

|| x(n+i) JC<«)|| <(2 —а)
°

д 7 1 6„-2. (24)
1 -°п- 1

При этом используется неравенство

з„:= т; (К\ ||х<«+» д:<”>lН-Л;||»<” +I>— 1 >— Ум \\ + К3 \\*м<

+ (25)

(23) доказывается так же, как 1) в теореме 1, а (25) аналогично со-
ответствующему неравенству в [ 2]. Докажем справедливость неравенства
(24). Так как

*( ft+ D *(”) = [Fn{xW; *(«-D) +Д12 (х(«); г/(«); х*"- 1))]-' X
X((*(»)-JCl«-l))[fn (xW; yW; — F n y(n-D ;x in-2))]_

( У{п) —D)[/?ц (x< n >; у(пУ; x(n ~D) — Fu{x {n~ l)
; y{n)

; y {n~ 1))] Jr
+ (^ ,'1)

-!/("'1) </(*;); x(n-D) — /Г l2 (х( п - 1); xM))]_
(*(f,-I)

_ i/(«- 1 ))[/7 i2 (x(«); */(«); —F]2(yW; y<n ~l ); x^-D)]},
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то
||j(n+i) *(")[[ n [рл-i (а||х (п) ■— х(д-I)|[ -\-b 11 y{n) y (n~X) \\ +

-j- ClljC(n_l) д;{«—2) J] ) _[_

+ aQ«_i (a\\xW ! > И +(1 a) c\\x(n ~ l) -f-+(2

+(2 —а) Q n-2 (d\\xW + e|JyW + *(«-2)||) +

+ (1 —a) q«—2 ((1 a)d\\xW *(«-i)|| + e|| yW z/(ra_l) II) ]

< v'n (2 -a) Q ;_ 2 {K\ \\xW - х*-Щ\ +Ki lIyW - y{n~l) \\ +

+ Кз \\xl*~" - < (2 - а)
l - a

n-t

Замечание 2. Оценивать Цл: (” +1) x(n)|| можно и другими способами, варьи-
руя те первые разделенные разности, которые следует складывать и отнимать при пре-
образовании разности Fi (лЗ"); (n)) —(лс ( ” —l >; При этом меняются и коэффи-
циенты Kj , К 2 , К3 и выражение для q2.

Сформулируем для метода (4) теорему, аналогичную теореме 2. Ус-
ловие (21) предполагаем выполненным для любых х', х", х'", принадле-
жащих к сфере

«И '^-1
где

h = (2 - a) p\\xW - xW || (Ki + Ki + Кз) •

Теорема 4. Пусть
1° 1U<3 )— х(2 хП)||;

2° для любых х', х", х"', xw е S имеют место (21) и (2);

3° /г <l.
Тогда функция (1) имеет в сфере S стационарную точку х*, к кото-

рой последовательность (4) сходится со скоростью

\\х* л>)|| yiTh И л:(2) * (1) Н (я = 3,4,...),

где
v«2v„-2 + 1, Vi = v 2 = 0.
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V. POLL
MÕNEDE MITME MUUTUJA FUNKTSIOONIDE STATSIONAARSETE PUNKTIDE

LEIDMISE MEETODITE KOONDUVUSEST
Artiklis tõestatakse meetodite (3) ja (4) jaoks (vt. ka [']) teatavas mitme muutuja

funktsioonide klassis koonduvusteoreemid.

V. POLL

ON CONVERGENCE OF SOME METHODS FOR FINDING STATIONARY VALUES
OF A FUNCTION OF SEVERAL VARIABLES

Convergence theorems of methods (3) and (4) published in paper [’] on a certain
class of functions of several variables are given.
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