
С. УЛЬМ

ОБ ОБОБЩЕННЫХ РАЗДЕЛЕННЫХ РАЗНОСТЯХ. II

В статье [ф были даны определения обобщенных разделенных разностей первого н
второго порядков для нелинейных операторов в линейных пространствах. Были также
приведены примеры симметричных разделенных разностей и построены несимметричные
разделенные разности первого и второго порядков для функций нескольких перемен-
ных и для векторных функций с векторными аргументами. В настоящей статье рассмат-
ривается ряд дальнейших вопросов, связанных с обобщенными разделенными разностями
и их применениями.

§ 1. Обобщенные разделенные разности и производные Фреше

Хорошо известно, что разделенную разность функции f{x) можно
представить в виде

1

f(x';x")= \f/ {x" + t(x' x"))dti (1.1)
о

Аналогичным образом можно определить разделенную разность и для
оператора F (х). Допустим, что оператор F (х) имеет на отрезке [х',х"\
непрерывную производную в смысле Фреше. Тогда можно положить

I

F[x'-x") = j F'{x”+ t{x' x")]dt, (1.2)
б

где интеграл понимается в смысле Римана. Легко видеть, что

F {х'; х") {х' х") = F (х/

) F {х") ; F (х'; х") = F {х"; х') ;

F{x;xj =F'{x).

Пусть, например, у— F (х) является оператором Фредгольма, т. е.

ь
F{x{s) ) = J K{s,r,x{x))dx. (1.3)

а

Если оператор (1.3) непрерывно дифференцируем в смысле Фреше,
то по (1.2) получим

1 ь
F{x';x")h= j j K' x {s,r,x"{r) +t{x'{x) x"{x)))h(x)dxdt. (1.4)
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Легко видеть, что (1.4) можно выразить и следующим образом:

ь
F{x'; x")h —t, x' (t))— K{s ,

t, x"(t))] [x'(t) —x" (x)]~ lh{x) dx, (1.5)
а

t. e. мы можем разделенную разность вычислить через значения ядра
К (s, х, x(t)).

Но в банаховых пространствах, являющихся прямыми произведе-
ниями более простых банаховых пространств, определение разделенной
разности в виде (1.2) нецелесообразно, так как мы не можем выразить ее
через значения оператора. Такой пример был приведен в статье ['].

Пусть Xi, .. ~ Х п банаховые пространства. Образуем множество
всевозможных векторов х = (х ь ...

, хп ), где Х\ е Х х, ..., хп 6 Х п . Множе-
ство X = {х} можно естественным образом линеаризировать и, если в
нем определить норму, например

IWI —II {х\, •■ - j х п) ll—;Им If ~Т ь (1-6)

то оно становится банаховым пространством. Пространство X =

=Х х Х.. -ХХп называется прямым произведением пространств Х х ,...,Хп
(ср. р], стр. 613).

В пространстве X целесообразно разделенную разность для опера-
тора F{x) определить в виде следующего оператора-вектора;

F{x';x") =

= I Fx. (х[
, ... , х;.'_ l U" Hr t (*J х]) , х;+l , ..., XJ dtj (1.7):

' о
где

х' = (х) , ... , х п ); х"= (Xj ~.. , х"); х\ х" еX;

Fx частная производная по хг - от оператора F (х) (ср. р]).
При этом F (х; х) =F' (х); F (х'; х") {х' х") F {х') F (х") , но

F(x';x") F{x";x').

Аналогичным образом можно определить и разделенные разности вто-
рого порядка (как операторы-матрицы);

А(х/

; х"; х'") х = (ац )
j=\, ....

п

где

г Г Fx iXi ( x i »• ••» xi~ I>xi + F i xi x i ) T F {x\ x'),

5 у M+j. , • • ■ . X n )dt2 dti, если г /;

°i/= *;+<.(*;-*7). 0.8)

õо"Ч + Fix I X.) , x.
+ 1,. . . , X n)jdt2dt\, если /< i\

О, если j F,
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F{x';x"; x"') 2 =(bu)_, n ,

i=1,..., n

где

г г «' .•••.<-!. К+ и i x"i *!) + l2 (х' { x';),
о 6 x

i+ 1 .•••»*«)dtzdt\, если i= /;

**=■ f f ~..,x"._x ,
(1-9)

j j + t 2 {x'j Xj) , x' j+~..., xj,) dt2dtu если j> i;

О, если j /.

Здесь

= (x"i xl) 6 X;

Z7 частные производные второго порядка (по хь х у ) от оператора
Fix).

При этом F{x'; х"; х'") \ {х" х"') = F(x'; х") F(x'; х'") ;

F(x'; х"; х"') 2 (х' х") =F{x'; х'") —F[x"; х'") ;

F ( х; х; х) 1+ F (х; х; х)2= F"(х).

Если F (х) /(х ь ..., х„) функция нескольких переменных, то про-
изводя в (1.7), (1.8) и (1.9) интегрирование, легко видеть, что выраже-
ния (1.7), (1.8) и (1.9) для обобщенных разделенных разностей совпа-
дают с соответствующими выражениями, представленными в статье [! ].

Отметим, что другие варианты обобщенных разделенных разностей
получаются, если положить

F(x';x") =

w A+t(x", -х,),х-+1 x'jdtj ,
(i.io)

'õ 1 7

Очевидно, что и в этом случае F (х; х) =F'{x); F(x';x ") (х' х") =

= F(x') F(x").

§ 2. Обобщенные интерполяционные формулы Ньютона
для операторов и функционалов

Пусть F(x) нелинейный оператор, имеющий разделенные разности
первого и второго порядков. Воспользуемся соотношениями [ ! ]:

F [х'; х") ix' х") = F (х') F (х") ; (2.1)

Fix'; х"; х'") х ix" х'") = Fix'; х") —Fix'; х'"); (2.2)

Р{х';х";х'") 2 {х'-х")=Р{х';х'") -Fix";x'"). (2.3)
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На основании этих соотношений легко доказать справедливость сле-
дующих интерполяционных формул Ньютона (ср. [3 ]):

F (х) ■= F (х') Ч- F (х 77
; х') {х х') +[F (х; х') F (х"; х')] (х х') (2.4)

или
Е(х) =Е(х 7

) + Е(х7,;х7 )(х —х') + Е(х;х";х7
) 2 {х х') (х —х77); (2А')

F{x)=F (х 7
) + F (х 7

; х") {х х') 4- [F {х'; х) F (х7
; х") ] {х х') (2.5)

или
F (х) = F (. х') + F (х7

; х") {х х') -j- F {х'; х"; х) х {х х') (х хГ) ; (2.5')

F (х) = F (х') -f F (х 7
; х") (х х') 4- [F (х; х') F (х7

; х") ]{х х') . (2.6)

Если существует разделенная разность F{x;x';x"), удовлетворяю-
щая условию

F (х; х'; х") {х х") = F (х; х') F {х'; х") , (2.7)

то формулу (2.6) можно представить в виде

F{x}. F {х') + F {х'; х") {х х') + F (х; х'; х") (х х') (х х"). (2.6')

Отметим, что в симметрическом случае формулы (2.4), (2.5) и (2.6)
(соответственно (2.4'), (2.5') и (2.6')) совпадают

Дальше можно получить, например, формулы

F (х) F {х') 4- F (х"\ х') (х х') 4- F (.х"'; х"; х') 2(х х') (х х") +

4-[Е (х;х";х') 2 — F{x"';x"; х') 2] (х х') (х х") (2.8)

F (х) F (х') 4- Е (х'; х") (х xr ) + F (х'; х"; х'") \(х х') (х х") 4-
4- [F (х'; х"; х) i— F (х'; х"\ х"') ,] (х х') (х х"). (2.9)

В симметрическом случае формулы (2.8) и (2.9) совпадают и их
можно представить в виде

F (х) F(х') 4- Р ( х' ш

, х") ( х х') ~г F (х 7
; х"; х7// ) (х х') (х х") 4-

4-[Е(х; х';х")— Е(х'; х7/
; х'")] (х х') (х х"). (2.10)

В качестве примера докажем формулу (2.5). На основании (2.2) по-
лучим

F (х'; х) = F (х7
; х77 ) 4- F (х7

; х77
; х) х(х х77). (2.11)

Умножая обе части (2.11) на х— х7 и рассчитывая симметричность били-
нейного оператора Е(х 7

; х 77
; х) j и (2.1), получим

Е(х) Е (х7 ) +Е(х 7 ;х 77 ) (х —х7 ) 4-Е(х7 ; х 77
; х)Дх х7 ) (х —х77).

Из формулы (2.5) легко следует формула (2.9).

Если Е(х) является функционалом, то, используя понятие разност-
ного градиента функционала [*], получим аналогичные формулы, на-
пример:
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F (x) = F{x') {F(x"; x'), x x') (F(x; x"; x') 2 {x x"), x x') (2.12)

F{x) F{x') -f- {F{x'; x"), x x') -j- {Fix'; x"; x) x {x x"), x x') (2.13)

F (.x) = F (л:') (F {x"; x') , x x') -j- {F (x'"; x"; x') 2(x x"), x x') -}-

+ {{F{x; x"; x') 2 Fix'"; x"; x') 2 ] (x x") , x x') (2.14)

F(x) =F(x') -f (F {x'; x") ,x x') -\- {F {x'; x"; x'") , (x x") , x x') -|-

+ {[F {xf
\ x"; x) x— F ix'; x"; x'") ,] {x x")

, x x') . (2.15)

Для grad f{x} = F{x;x) получается (cp. f 1 - 4]) следующее .. разложе-
ние:

F{x-x) =F(x';x") + Р(х';х"; x"')\{x x") +/7 (x'; x"; x"') 2 (x x') +

+[F (x'; x"; x) X— F (x'; x"; x'") ,] (x x") + (2.16)
+[F {x'; x; x) 2 F ix'; x"; x"') 2] ix x').

Приведенные формулы можно использовать для построения различ-
ных алгоритмов для решения нелинейных уравнений и нахождения ста-
ционарных точек функционалов.

§ 3. Замечания к итерационным методам с разделенными
разностями второго порядка

В работах р- 6] на основании формулы (2.10) были построены итера-
ционные методы с разделенными разностями второго порядка для реше-
ния уравнения F {х) —O. Так как в пространствах, элементами которых
являются, например, векторы или вектор-функции, удобно построить
несимметричные разделенные разности Fix'; х"; х"')\ и F{х';х";х"') 2,

то вышеупомянутые методы нужно модифицировать и для таких
случаев.

Рассмотрим, например, методы, построенные в статье [ s]. В модифи-
цированных случаях эти итерационные методы, получаемые на основа-
нии формул (2.8) и (2.9), имеют тот же вид, что в статье [s]:

Хп+l Хп [Д ctU п (xrt+i х п ) ]* X
Х[£ —(1 + а )Un{xn+i Хп) ип {хп хп-х)]{хп+ 1 хп). (3.1)

Разница заключается только в том, что Un и хп+ х хп имеют здесь
следующий смысл:

1) F)п —[F ixn — j , хп )] * F (хп_2, Хп—\, Х п )2
xn +i —xn {F{xn- 1; хп )]~' F{x n ) (3.2)

или
2) Un {Fixn ; x^i)}- 1 F{x n ; хп- х ; х п- 2 ) {

xn+l n [F{xn;x n- 1 )]- l Fixn ). (3.3)
Приведем теорему сходимости для методов (3.1) (3.2) (ср. [ s]).
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Теорема. Пусть
1° уравнение F (х) = 0 имеет решение х*, причем

шах {||х* *o||; \\х* Xiii; \\х* х2\\} <d\
2° для каждого х', х", х"', xlv из сферы \\х х*\\ d справедливы

оценки:

а) \\[Р{х'; х")]-Ц\ <^В
б) ||/7 (х'; х"; х"')2\\ < Я

в) ||/7 (x,;x'/, ;* Ivb f{x"; х"';х™) 2 \\ К\\х' — х"\\;
3° |а| Б Яг/+ [Б/С +(1 + )aj+ 11 + aj) B 2H2]d2 + \1 + а’!б3 Я3^3 <l.
Тогда последовательность (3.1) (3.2) сходится к решению уравне-

ния F{x) 0 со скоростью

где \\х* хп\\ М~ х {Md)tn (n =O, 1. ...),

М=[ 1 +sЯфl-,/= [ЯЯ + Б 2 Я2+ll + а[Б 2 Я2 (1 +ВЯдГ)]'/»

и числа tn являются обобщенными числами Фибоначчи

(to =t\ —li Я-и —Я+ X Я-г: л = 2,3,.,.).

Аналогичная теорема получается для методов (3.1) (3.3).

§ 4. Решение задач оптимального управления
обобщенным методом И, В. Шмидта

На основании формулы (2.16) в [ 4] был построен и исследован сле-
дующий метод для нахождения стационарных точек функций нескольких
переменных:

%п+l —Хп {%ги Хп~ 1 > %п—2) 1 ~}~ F (хп, Хп—\, х п_2 ) 2] * X (4 1)
Xi?(*п; xn-i)+F (хп ; Х п-ь —*„-,)].

Порядок сходимости метода 1,32. Если заменить хп_2 на ахп -\-

-f-(l —а)хл_! (o<а<l) или на хп enF{xn; хп-\), получим метод с
порядком сходимости л/2.

Метод (4.1) можно также рассматривать как обобщение метода
И. В. Шмидта [ 7] для случая функционалов с несимметрическими разде-
ленными разностями.

Рассмотрим применение метода (4.1) для приближенного решения
■следующей проблемы оптимального управления:

минимизировать по и функционал
Г

+F(x{T)(4.2)
О

при условиях
\ dxjdt =f{x,u,t),
I х(0) = с. (4.3)
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Допустим, что время Т фиксировано. Здесь х = {хи ..., хп); и
= {ии ... ,ит); с =(с ь ..., сп); f = G, F скалярные функ-
ции. Обозначим еще X (Л.],..., ап ) ;z =(x, и, X) .

Построим лагранжиан*
т

L (г)= F(х(Т)) +j { С,(х (t), и(0, + (X (t) . f и, -

. (4.4)
О

Пусть z' = {х', иX'); z" (х", и", X") . Тогда
т

L(z')-L(z") = F(x'(T))-F(x"(T)) +|
О

+ (ЯЛ f (х', и', t) х') (X", / (х", и", t) х") ]dt =
т

=(F(х' ( Т) ; х" ( Г) ), *' ( ту- х" (Т))+ | {( G (х\ х"; и', t) ,
- х")+

О

4- ( G (х"\ и'и"; t) , и' и") -f- {X', f{x'x"; и t ) {х' х")) +

+(X', f {х"; и'и"; t) (и' —и" )) (>/, х' х") +(Г X", f (х", и", t) х") }dL

Здесь введены обозначения (ср. f 1 ]) ;

F (х ;х ) {F {хх ,..., x
}i ; XjXj ; x.

+i ~
х/г )) /=1 п

G {х х; и ,t)= {G{xl ,..., х ■_l ■> х .х., х . +1 ,•• • > х п , и 1 ,..., u m , 0)
;=1i

...,
№

G {х ,ии
, t) ( G (лу ~.., х п , ~.., ü.j , Hj4j j м.+1 ~.., и m, t)).=x m

f{x'x"; u', t) = {ft {x\ , ..., x" ; х)х" ; x ~..,x'n ,a\ *)),•-, „

/=i it

f{x"; u'u"; t ) = {fi (x[ ~..,x"n , d[ ~.., w"_i ;aj ii)\ a.
+i ,...,

и '

m , t)) t-= lf ...

Так как
т т
[ {Х',х' x")dt = {X',x' x")\q — j (x',x f x")dt,
õ 6

то получим
L (z') - L {z") = (F{x'{T ); хГ (T)), x'(T)-x" {T))~

(Х'{Т), x'{T) -х"(Т))+ {Х'(o),х'{o)-х"{0))+
t

+ j {(G [x'x"\ u', t) +f*(x'x"\ u\ t) X' + X', x' x") -f (G {x"; u'u"-, t) -f-
--f f* (x"; u'u"; t) X', u' u")+ (f (x", u", t) x", X' X") )dt,

где символ «*» означает соответствующую транспонированную матрицу.
* Символ (а, Ь) означает скалярное произведение векторов а и Ь.
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Обозначив гамильтониан

Н {х, и, X,t)=G {х, и, t) + (X, f {х, и, t) ),

получим
Н (х'х"\ и', X', t) = G {х'х"; и', £)--(- f* ( х'хи', t)X',

Н(х"; и'и"; X', t)=G{x"; и'а"; t)-\-f*(x"; и'и"-, t)X'.

Определим скалярное произведение в пространстве элементов г:

т
[г'. г"] = ( {(*', X") +(и', и")+(У, Г) }dt.

О

По определению [*]

[L (г'; z") , 2' г"] =L (,г') L (2"),

где L{z';z") разностный градиент функционала L{z).

Требуя, чтобы

Х'(Т) =Р(х'{Т);х"(Т))
и

х'{o )= х"{0) = с,
получим

L{z'\ z") =

=(X'-j-H(x'x";u ', X', t), Н{х"; и'и"- X', t), f{x", и", t) x"). (4.5>

Отметим, что уравнение L{z;z) 0 равносильно уравнениям Эйле-
ра—Лагранжа.

Исходя из соответствующих определений

L (z' ; г"; г'") i (z" z'") =L {z'; z") — L{z'; z'")
L (z'\ z"; z'") 2 {z' z") = L (z'; z"') L (z"; z'") ,

можно построить и вторые разделенные разности L(z'\z"\z'") x и
L{z'; z"; z'") 2 для функционала L{z). Они выражаются в виде

/ H{x'x"x'";u',X',t) 0 0 \

L[z'; 2"; z"') j= ( И (х"х"'\ и'а"- X', t) И (х"' ; и'и"и'"-, X', t) О ) (4.б>
\ —d/dt -\-f[x"x'"; и', t) f{x"'; и"и'"; t) О J

и

L(z';z"; z'") 2 =

/И (х'х"х'"; и', X ', t) Н* [х"х"'; и'а"; X', t) dfclt+f*[х"х'"\ и", t) \
= ( О Н (х'"; и'и"и'"; X', t) f* (х'"; и"и"'; t) )(4 7)

\ О О О J
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Здесь
Н{х'х"х"'\ и', X', t) = (а и ) ,- =1 п

/=1 "

Н{х"х"'- а'и"- X', t) = {b u) i=l m
j=l, ... , m

H{x"'; u'u"u'"; Я', t) =(cu) i=1 ..... m
7=l, ...

, m i
-где

H(x 1”, ..., x'" ; x',' x" \x" ~.., x” ; x'. x’!; x'. ~.., x' u\ X\ t),Vl’ ’ i-1 5 / * 7 /+1 ’ ’ у-l 7 J J 7 7+1 ’ П ’ ’ ’ 7 ’

если / > i
a u H (x'”, ..., x™

f
; x;. x" x".' ; x'

+|
,x'n ,u\ X', t) , .если i= /

О, если /<0;

bn = H(x”',..., x;:t ; xjxj;x''+i ,..., х",и"
,...,

mV; «!
+1 ,..., u'n , X\ t),

H (x'", ~.., ~.., u'j u'j; и'
+ 1 ~.., г/;. Я', О.

если / > i
ii Я(х , ~. . , li j , Мг - Мг- Мг- , И.+1 ~. . , М л , j 0 > если j- t

О, если j г.

Теперь на основании (4.1) легко построить алгоритм для решения
задачи (4.2), (4.3).

В данном случае получим

(Аг* = Zjfe+i —zk (х(* +1 > н<* +1 > и(к\ Я( * +1) X(fe) ) =

= (Ах<*), Ди(*>, АЯ<*))):

[L (zk ; гы ; zfe- 2 ) i+ L {zk ; zk - x ; z*_2 ) 2]Az* =

=
—L{z k;Zk-\) — L{zk ; zk -i; Zk-2) i Azk~\ (k = 2,3,...)

или более подробно

dbxMldt+xW и(*-D, О
f(x(*- I >x<*-2); /) (Ax<*> + Ax**" 1 )) (4.8)

—/(x<*-2 >; M(*-i) M(*-2); /) (А«^+А«< й- 1)) =0; Ax(*>(o) = 0

dAX{k)/dt +‘я.<*>4-'Я(х(*)х<*- 1>; «W,^) t f) +
+ 2Я(х^#- I>х(И; м<*),Я(*>, f) (Ax(Ä) + »/2Дх(*-*))+ (4.9)

-f Я* (х^-Чх^- 2); u(ft) M(A-D; Я<*>, 0 А«<*> -f /* W(*-D, 7) АЯ<*> —0;
АЯ<*) ( Т) = F{xM; х**- 1); х<*-2 >) ,Ах(‘-» +/7(х<*); х<*-»); x(*-2>) 2Ax<*)l, = г>

//(*(*-!); иl‘lи(*-Ч; Я<*>, /)-}- Я(х(*-1)х(*-2)
; Я<й >, /) X

X (Ах<*) ■+ Ах(А-1) )Ч- 2Я(х<А-2>; Х<*\ t) (A«<*> + 1/2Аи^- , >) +

_|_p(x ( Ä-2)
; и№-1) иМ)

; 0АЯ(А) =O. (4.10)
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Вычислительная процедура следующая:
1) выбираются начальные приближения м(2)

,

И 2\ причем (0) = \o) =с; Х< 2 > (Л = F (х< 2) ( Т) ; х(1) (Г));
2) на каждом итерационном шагу {к —2, 3, ...) из (4.10) выразим

Аи(к) через и A№k)
; подставив найденное выражение для Аи(к)

в (4.8) и (4.9)., решим линейную краевую задачу (4.8) ; —(4.9) для на-
хождения AxW, ААД } .

Отметим, что в пределе zk- 2 = zk -\ =zk из (4.8) (4.10) получим
алгоритм метода Ньютона (ср. [ B]). Итак, метод (4.8) (4.10) можно
рассматривать как некоторый «организованный» разностный аналог
метода Ньютона. Для применения рассматриваемый алгоритм значи-
тельно удобнее, так как не требуется вычисления первых и вторых част-
ных производных функций Gи F.

Замечание. По построению разностного градиента L(z';z ") ясно,
что */*+!) {T) =F (*<*+D (Г); *<*) (Г)),

Итак, в качестве краевого условия для AX (fe) в уравнении (4.9) нужно
было бы взять

А(7) =F (.х<* +l > (Г); х (Г)) — F(*(*) (Г); *(*-») (Г)),
т. е. краевая задача (4.8) (4.9) получилась бы нелинейной.

Справедлива следующая интерполяционная формула Ньютона (ср.
с формулой (2.16)):

Fix'; x") =F{x *"')+ Z7 (jc"; х"'; х™) х (х" х'") -f
+ F(*"; л:'"; - *")+

+[F (*'; *"'), —F (*"; х™) ,] (*" х'") +
+ [iF (х'\ х"; х'")2 F {х"; х'"; *IV ) 2] (хг х") ,

откуда

Fix'; x") F{x"; х'"\ *IV ) , (*"— х'") +F(х"; х'"; xlv) 2 {x' х") .

(4.11)
Краевое условие для AA (Ä) получено линеаризацией на основанииформулы (4.11).
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S. ULM

ÜLDISTATUD DIFERENTSSUHETEST. II
"14Artiklis käsitletakse üldistatud diferentssuhete konstrueerimist funktsionaalruumides

defineeritud operaatorite puhul, Newtoni interpolatsioonivalemite üldistamist operaatoritele
ja funktsionaalidele, teist järku diferentssuhteid sisaldavaid iteratsioonimeetodeid mitte-
sümmeetrilisel juhul, optimaalse juhtimise ülesannete lahendamist J. W. Schmidti üldista-
tud meetodiga.

S. ULM

ON THE GENERALIZED DIVIDED DIFFERENCES. II

In the article the following problems are being considered: construction of the
generalized divided differences for operators in functional spaces, generalization of
Newton’s interpolation formulas for operators and functionals, investigation of some
iteration methods with divided differences of second order, generalization of Schmidt’s
method for solving some optimal control problems.
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