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Игорь АСТРОВ

ОШИБКИ УСЕЧЕНИЯ ПРИ АППРОКСИМАЦИИ ИМПУЛЬСНОЙ

ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИИ РАЗНОСТНЫМИ МНОГОЧЛЕНАМИ

ЛАГЕРРА

(Представил Ю. Яаксоо)

' 1. Введение

Результат аппроксимации импульсной переходной функции (ИПФ)
разностными многочленами Лагерра зависит от величины лагерровой
постоянной &, длины лагерровой последовательности М и числа отсчетов

М ИПФ. Известно [!], что определение оптимальной постоянной$очень
сложная задача. В [?] показано, что при малых Е аппроксимируется
лучше начало переходной характеристики, а при больших & — конец

переходной характеристики. В [3] предложен метод для выбора по-

стоянной & по заданным полюсам исходной системы (предложено вы-

бирать постоянную Е в центре тяжести полюсов исходной системы). В

[*] предложен алгоритм нахождения оптимальной постоянной Лагерра
с заданной точностью при выбранной длине лагерровой последова-
тельности.

Следовательно, одним из существенных источников ошибок, которые

могут возникнуть при аппроксимации ИПФ разностными многочленами

Лагерра с выбранной постоянной Е, являются ошибки усечения, т. е.

ошибки, связанные с использованием ограниченного числа отсчетов М

ИПФ и ограниченной длины лагерровой последовательности М.

Целью данной статьи является нахождение вышеназванных ошибок

усечения и синтез алгоритма определения постоянной Лагерра, достав-

ляющей минимум среднеквадратическому отклонению заданного отрез-
ка ИПФ от ее аппроксимации, позволяющему устранить эти ошибки

усечения на заданном отрезке ИПФ.

2. Аппроксимация ИПФ дискретного объекта разностными многочлена-

ми Лагерра

Для аппроксимации известной ИПФ дискретного объекта восполь-

зуемся разложением ее по конечному числу разностных многочленов

Лагерра +(*, 5)
M

Sapprox ({) & hZ{,')Sk\Ph(l‘, E). (2.1)

* Eesti Teaduste Akadeemia Kiiberneetika Instituut (Muctutyr KH6epHeTHKH Академии
наук Эстонии). 200 108 ТаШтпп, АКайеепиа tee 21. Estonia.
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Коэффициенты разложения sy, & ==0,1,..., М, определяем с помощью

оценки методом наименьших квадратов

N M

min E= min ¥ [s(t) — Ssupn (4, 5) ]2 (2.2)
gSy 8y Sy t=o h=o

rae N>M.
Примем следующие обозначения:

Po(0) 1(0) ... фм (0)

q’o,M(O,N)—_— \(1) $u(1) ... Par (1)
,

(2.3)

Yo(XN) 1(М) .. м(,

YT=[S(), S4, +

+,3
SM],

sT=[s(o), s(1), -..,
S(N)].

С учетом (2.3) выражение (2.2.) можно переписать так:

min E=min [s — ¥y]T[s — YWyl. (2.4)
Y у

Хорошо известно [°], что решением (2.4) является

Yopt=[PTW]-IWTs, (2.5)

OTmeTHM, что в силу ортонормальности многочленов , (!) матрица
\УТ\ хорошо обусловлена и поэтому вычисление вектора —коэффици-
ентов у всегда осуществимо. ;

3. Ошибки усечения, связанные с использованием ограниченного числа

отсчетов ИПФ дискретного объекта

Рассмотрим вначале ошибки, которые возникают при использовании

ограниченного числа отсчетов заданной ИПФ.

Пусть известны М--1 равноудаленных отсчетов заданной ИПФ ди-

скретной системы, но для расчетов мы используем только первые N;
отсчетов, а остальные М, отсчетов (т. е. «хвост» ИПФ) мы отбрасываем.
Перепишем Ч,м (0, N) n3 (2.3) таким образом:

Wo (0, М,—1) ]Ч’о,м (0,N =[———'——————— . 3.1oAbyeoN) e

С учетом (3.1) выражение (2.5) можно переписать так:

. q’onr(O, М, — 1 ])_l—Т—:T —
— — — —

(3.2)

T ;Т
Эм,

Х[Ч’ОМ (0, М, —1) ЕЧ;о.м (Ny, N)]
,

где

5? —[5(0), 5(1), ~ s(М;—l)],

s§2=[s(Nl), s(Ny+l), ...,
s(N)].

Обозначим

Км,== [№7‚ (0, М —1) Фом(0, М,—1) |-*. (3.3)
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С учетом (3.3) определим Rx4l:

. '*POM(O, Nl——l) ])—l=\ [¥T (0, Nyv—l):iWT
, [——'——————— —Кмн ( [ O’M( 1— 1) ‘\РО*М (Nl, N)] Yo (Ni, N)

=[Ry+Y7, (N, N)Wonar (Ny,N)]~ (3.4)

Известно такое тождество [°]:

[А-ВСВТ]-‘== А-! — А-IВ[С-!--ВТА-!В|-IBTA-!, (3.5)

при условии, что AT=A, CT=C.
С учетом (3.5) выражение (3.4) можно переписать так:

Ry+l=Ry,— Ry Y7, (Nl, N) [l4+Wor (Nl, N)X
XRN,IPäM (Ni, N) ] -*YWos (Ni, N)Rx. (3.6)

Обозначим
-

ум,== [Роо, (0, М —1) ом (0, М,—1) -Т(0, М — I)sм, — (3.7)

Учитывая (3.6) и (3.7), можно записать после упрощений (3.2) в таком

виде:

умн==мЕКыО (М, М) [7--Жом (М, М) х

° ЖКм ом (Мь М) ]-I[sм,—ом (Мl, М)ум,|. (3.8)

Из (3.8) можно найти ошибку в определении вектора коэффициентов
разложения y, вызванную отбрасыванием «хвоста» ИПФ

AYN!:YN'H —lYNl———Rthrš:L[ (le N) [["l"lPO,IU(Nl, N) Х

ХК!\'.Ч’БМ (М,, N)*[sм,
— Жом (М, М) ум,]. (3.9)

Отсюда видно, что искомая ошибка Аум, равна взвешенной разности
между вектором — отсчетов sу, («хвоста» ИПФ) и вектором — коэффи-
циентов разложения ум, (для начальной части ИПФ).

4. Ошибки усечения, связанные с использованием ограниченной длины

лагерровой последовательности

Рассмотрим теперь ошибки, связанные с конечной длиной лагерро-
вой последовательности. Ясно, что любое конечное М в (2.1) приводит

к тому, что оценки параметров Sh будут BbIUHCJATbCA приближенно.

Оценим точность вычисления sк. Для этого предположим, что объект

содержит М, параметров 5, таких, что

М, M,

| s(t)=Xsepe(t,B)+ 2 sepe(t,E). (4.1)
k=o k=M+1

При этом считаем, что число М, — достаточно большое и лагеррова
последовательность длиной М; €O сколь угодно малой погрешностью
аппроксимирует сигнал объекта.

Уравнение (4.1) можно записать в векторно-матричном виде так:

s=`Рo‚l\!| (09 м)уд!|+\рмі+і‚ M, (О› М)УМ:‚ (42)
где

v, =[SO, s, ..., sм|],

У;,г = [Sui+l, SM4+2, + 55.
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Умножая (4.2) слева на Чм (0, М), получим:
, 1

T
—Wiy, (o,N)s= Чм, (0, М) Фом, (0, М) ум,--

Э-Т (0, М) Умнм,(0, М)ум,. (4.3)

M3 (4.3) находим y

var=[¥T (0, N) Wor, (0, N)]-1X

TX[FT,, (0, N)s—Эт (0,М) Умин, м (0, N)yar]. (4.4)

Из (2.5) получим оценку параметров «усеченной части» объекта Y,

Y™, = [Ч;%;‘М' (0› N)IPO,Mi(O’ A,)]_il]}rg‘Ml (0› N)S ‚ (45)

С учетом (4.4) и (4.5) можно записать ошибку в определении оценки

вектора коэффициентов разложения Yy, вызванную отбрасыванием
«хвоста» лагерровой последовательности:

Аум,==ум, — ум,==

— [УТ, (0, М) ом, (0, М) )- , (0, М) мьн м, (0, М)ум» — (4.6)

Отсюда видно, что искомая ошибка Аум, пропорциональна вектору не-

учитываемых коэффициентов разложения Ум,- ‚

Так как многочлены » (7) удовлетворяют условиям ортонормаль-
HOCTH

|

00

2Pi (t) jm (£) = Ok,
t=o

rae Spm — cuMBoJs KpoHekepa, To npu 60J/bLIOM UHCJE OTCUETOB М можно

считать, что: ;

ом, (0, N) Wo, (0,N)=1 (4.7)

С учетом (4.7) выражение (4.6) можно переписать так:

Ayar,=WT (0, М)Уман м,(0, М ) ум,. (4.8)

5. Алгоритм вычисления оптимальной постоянной Лагерра при ап-

проксимации заданного отрезка ИПФ

Ho ошибки усечения, рассмотренные выше, можно свести к мини-

муму на любом произвольно заданном отрезке ИПФ. Для этого пред-
лагается использовать алгоритм, рассматриваемый ниже, который явля-

ется модификацией алгоритма вычисления оптимальной — постоянной

Лагерра с заданной точностью при выбранной длине лагерровой после-

довательности [*]. Можно записать такое выражение для Е из (2.4):
Е== [s› — ом(К, М) уз] 7 [52 — ом (К, М)уз], (5.1)

rae sT=[s(K), s(K-+1), ..., s(N)],
K H N — номера начальной и конечной точек ИПФ соответственно.

Коэффициент разложения уз для аппроксимации заданного отрезка
ИПФ (К и К-М — номера начальной и конечной TOYEK заданного

отрезка ИПФ соответственно; М — длина лагерровой последователь-

ности; причем К-+-М<М) можно найти, предполагая, что с помощью

\з добиваемся идеальной аппроксимации на заданном отрезке ИПФ:



11

Wo, (K,K4+M)ys=ss, (5.2)
где

sT=[s(K), s(K+l), ..., s(K+M)].

Из (5.2) получим уз:

Y3=Wg,f„ (X, K+M)s3.
:

(5.3)

Выражение для производной Е по & из [*] с учетом (5.1) можно запи-

сать так:

аЁ dWo (K,N
аЕ (—2) [sг —ом(К, …УЗ]Т[[ —ЦЪ(Е——) ]Y3+

dY3
sk [42]]. (5.4)

Учитывая формулу для производной от обратной матрицы [°]

а аА(Э
_

—г140]= — о-О.
dys | .

и (5.3), для [—Eš—] ‚ получим:

dy
_

d¥ou (K, K+M) ..[]=-ws ke [oGчр(k k 4 myss — (55)

Выражение (5.4) с учетом (5.3) и (5.5) можно записать в окончатель-

ном виде так:

аЕ
_

dWo.m (K, N)

_СЕ= (—2) [s2— WO,M(K; N)‘Po,{u (K, K+M)s3]T[[Т]Х
XW (K, KA+M)S3 — Жом (К, М) Ч,(К, К+-М) х

ау
,
K+M `

х[а Лкк+м). (5.6)

Элементы — матриц У и [Ё—Ё‚] можно вычислять 10 формулам,
5 .

предложеннымв [*]

o(0) =Vl—&.

о (7) == о(0),
где I<<i<<N.

к (0) — (—1) ** (0), (5.7)
где I<k<M,

к—-

| Pr (1) =Er (1) +33 (0) ZY (—E)*i(B),
i=o

где I<<k<M, o<<iKN— 1.

а[ (0)]
_

—

аЁ % (0) °
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dlpe(t)]
_

g'[t—(+l)E]
dg Yo(0)

;

где I<l<N.

A 0 O]
_

(=D [k —(k1
dt о(0) '

где 18<<М.

dlyu(t+l)] аь () (—2B)[ (£4l—Epr (¢
O ey() o 1 LpOAA— O]

—

dt dt Wz (0)

| . dwi(t)]
— 2(0) 2 (-E)h"_zl (81— I)\l>i(t)+§_d-§———~ ;

i=o

где 18М, О«с7 М — 1.

Практическое использование алгоритма вычисления — оптимальной

постоянной Лагерра при аппроксимации заданного отрезка ИПФ долж-
но производиться в следующем порядке:

1. задаем числа К, М, М (М<М—К) — номера начальной и конечной
точек ИПФ, длину лагерровой последовательности соответственно;

2. выбираем шаг г изменения £ и вычисляем значения функции

y(š):—š—š B точках: у (12), где {==1,2,..., (1/2—l), исходя из

(5.6) и (5.7);
3. производим полное отделение всех корней уравнения вида:

SE) — —0
@5 Vt=top

Ha HHTeEpBaJe £ c (0, 1) B cooTBETCTBHH ¢ ycaoBuaAMHU [7]:

dE
'__go’ о ›

; а
E TEopt

dE

'—Ziš“žo, š>šopt;

B результате приходим K OTPe3Ky [a, b], B KOTOPOM содержится Eopt;

4. задаем точность е определения Еор: и уточняем — значение отделен-

ного на [а, b] KopHsi Eopt методом половинного деления [7] до тех пор,
пока не будет выполнено условие:

Ь —

_ b„—a„=—s;-q—<e,
где л — число, показывающее, сколько раз нужно произвести половин-

ное деление; при этом Еор: оОпределяется так:

an+bnšopt=——-;—'“;
O. BbIUHCJACEMsарргох () из (2.1) и сравниваем с исходными значениями

s(t) ИПФ.
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Пример применения предложенного выше алгоритма (выбраны:
К=l9, №==29, М==3, е== 10—7, Еор:== 0.8287545) иллюстрирует таблица.

6. Заключение

Получены выражения для погрешностей оценок вектора коэффици-
снтов разложения ИПФ по разностным многочленам Лагерра, связан-

ных с использованием ограниченного числа отсчетов ИПФ вида (3.9) и

ограниченной длины лагерровой последовательности вида (4.6) (или
(4.8)). В целях устранения этих ошибок усечения предложено исполь-

зовать алгоритм определения оптимальной постоянной Лагерра (оценка
по методу наименьших квадратов) при аппроксимации заданного отрез-
ка ИПФ.
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lgor ASTROV
.

LOIKAMISE VIGA IMPULSSFUNKTSIOONI APROKSIMEERIMISEL

DISKREETSETE LAGUERRE’'I POLOUNOOMIDEGA '

Saadud avaldised (3.9) ja (4.6) kirjeldavad vigu, mis ilmuvad juhul, kui Laguerre’i
jada pikkus voi impulssfunktsiooni loenduste arv on piiratud. On esitatud algoritm, mis

voimaldab leida Laguerre’i optimaalset konstanti. See algoritm voimaldab vigadeta
aproksimeerida impulssfunktsiooni, kui selle 16ik on antud.

lgor ASTROV `

ERRORS ОЕ CUTTING WHEN IMPULSE RESPONSE IS APPROXIMATED

BY DISCRETE LAGUERRE POLYNOMIALS

The obtained expressions (3.9) and (4.6) are able to describe the errors connected

with the cutting of impulse response and Laguerre consistency, respectively. The algo-
rithm proposed in this paper permits finding optimal Laguerre constant and removing
these errors in case when cut-off of impulse response is assigned. The initial data of

this algorithm are given by the meanings for the impulse response of a discrete system.
This algorithm is based on a solution of equation (5.6) and the numerical method for

finding optimal Laguerre constant is defined as a least-squares method.

t l s(t) l $арргох (?)

19 0,05786672 0,05786327
20 0,04979936 0,04979615
21 0,04285888 0,04285578
22 0,03688688 0,03688383

Значения S(f) M Sapprox(f)
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