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YK 519.3:51 : 62—50

Игорь КЕЙС

ПОЛУОБРАТНЫЙ СПОСОБ ОПТИМАЛЬНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ

ДВИЖЕНИЯ ГАМИЛЬТОНОВОЙ СИСТЕМЫ

(Представил Ю. Яаксоо)

Задачам стабилизации и оптимизации систем Гамильтона MOCBA-

щено много работ, обзор результатов которых приведен в ['-B]. В них

рассмотрена асимптотическая стабилизация и оптимизация лишь устой-
чивых движений, проведенная либо способом обращения задачи опти-

мизации, связанным с неопределенностью выбора критерия {[?-°], либо
на основе решения нелинейного уравнения Беллмана, представляю-
щего известные [?-°] трудности. Здесь для их уменьшения в задачах

экспоненциальной/асимтотической стабилизации стационарно неустой-
чивых движений систем Гамильтона рассмотрен линеаризующий урав-
нение Беллмана полуобратный способ А. А. Красовского {°] в опти-

мизации по предложенному ниже натуральному критерию, ядро кото-

рого — сумма лагранжиана [’], квадратичной функции управлений и

компенсации работы {{?]. На основе этого способа понижения размер-
ности и её точной линеаризации получены линейные по градиенту
функции Беллмана оптимальные регуляторы и условия стабилизации

движения оптимальной по натуральному критерию системы Гамиль-
тона H3 класса гироскопически несвязанных систем [7].

1. Постановка задачи

Пусть #(#) — решение натуральной [’] системы Гамильтона

i=Fy y=—F. F=F(t, 2)=l/2y"Fy+fTy—U®, (1.1

| ‚ dD
ž=(ži, g.‘i)Tv х== ‹хі)т› у== (у])т; (D’DEgrad(D’ ФЕ—&_-› I<і› і<п'я

rae o<<FT=F=[fij(t, x)], [=(fi(t,x))T, UV=UN({, х) — непрерывно
дифференцируемые функции #, х. Покажем, что AJA OTKAOHEHHÜ E, 1

векторов координат х и импульсов у возмущенного движения

2=z(t)+C, x=x(t)+E, y=y(t{)+n имеем форму Гамильтона уравне-
ний возмущенного движения {5. !°]. Действительно, сдвиг каноничен:

00 п—(ст KO, =Ro|,_,=o),
O(D) =F (£,2(0) +8) —FL 1)=LFzy= (12)

=l/2n"F(t, Z({)+E)n+n"g(£, 2(£); &) +P(¢ 2(1); €),

g(t,2(t); &) =[F(t #(t)+8) — F (1, #(t)) I+ (&, #() — [ (1, (1)),

P(t,ž(t); ) =UW(t, #(1))— UW (t, (1) +8) +&- U +

17{5 [F (L E (O +8)=F (6x(0)—& Fy, 17+

IFO+D—(62 (0)=,1}
! |
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где a-b=a'b=3asbs; F(t,Z(t)+E) >O, I.e. F(-) — положительно
s=l |

определенная матрица. Ниже рассмотрим класс гироскопически не-

связанных [’] систем (1.2), где либо гироскопический вектор 2==o,
либо известно [!!] каноническое преобразование переменных 2>6 с

производящей функцией \, валентностью е==сопs{=s=o, вида

р: 64 —X6l== в ( 65 — 0 67) — ÕL, — ==((&2; е), (1.3)

\У==Ч (6в, 5 г) <СЕ!Е%® хЕ2»]; — г== (4,, р))",

t= (& n;)T; Eiš(sle;&m, e=const; I<i, jn,

E=E(f, #; в) =E(t, ; в) < С[Е!ЖЕ"ХЕ!],— E(t,o; e) =O,

n=n(t z¢e)=N(t q; e)p+no(t, g; &) = CI[EXE"XE"XE!],
t=o—2=o; N=[ni;(t,g:¢)], mo(t,0;e)=O,

R=1(1,2; &) =Wt =—pTH(t, 9; )p — Ü(t, 4; 2),

H=HT=[hij]>o; I<i, j<n,

сводящее @ к нулю в новой функции Гамильтона. Если g=o, T0

e=l, ¥=E.-p, X=X O, г обозначает {. Ниже опустим зависимость

от фиксированной валентности e—const=o. B новых переменных z

(1.3) имеем систему Гамильтона

j=KX» p=—+Xy - L, 0)==0, X.({,o)=o .- (14)

с единственной точкой покоя 2==o, соответствующий 6=o системы

(1.2).
Поэтому задача оптимальной стабилизации движения s==o системы

(1.2) эквивалентна аналогичной задаче для (1.3) и (1.4). Имеет

смысл ограничиться стабилизацией критического случая (неустойчи-
вого для стационарной системы (1.4) (,==0)) движения 2==o, когда

потенциалы Р, —(/ систем (1.2), (1.4) в s==o, д==o имеют на Е” стро-
гий глобальный максимум

P(it,;0)=0; P(t;E)<o, "§3=o" U{,oy=o, U(l'9)>o g9%q

Тогда лагранжиан £ системы (1.4), заданный сопряженной X

функцией /(& д, 4) =р:д4—К, где ¢=3,, будет положительно опреде-
ленной функцией г вида ,

£(t:2)=l2pTH({t,Q) p+U(£,9)>O, ' 20, "~ 6(4 0)=0. (1.5)

Рассмотрим оптимизацию по натуральному (npu Q==o) kpuTepHiO €

функционалом компенсации

I[t, z(t) |u] = fJC,(s, z[s], u[s]); Q(s, z[s])ds—min, (1.6)

K=£(t,2)+l/2u"R(t,z2)u+Q(t,2); R=RT=[rs(t,2)]>o,

K>o, 290, uso; R(t,2)=C[EXE™]; o<Q(t2) =С[Е!ХЕ,
I<s<T<-+oo; u=(us)"; I<o, s<r<zn.

с целью стабилизации движения 2==(o системы (1.4), регулируемой ли-

нейными по вектору управления и силами

§=Xp, p=—%R,+Bu; B=[bis(t,2)]=C[E*XE?"], (1.7)



34

Здесь @ — неотрицательная функция компенсации, заданная или уста-
навливаемая аналогично способу [°], В.— матрица усиления полного

ранга гв==/==т и == т4, r=l, B=B(t, 2).
Ecan u=o, Q=o, 10 I[{,2|o] — _ г-положительно — определенная

функция действия S(f,2) >O, 2540, t<<T; S(£,o)=o [22].
Bekrop-byukuus u®=ul(f, г), минимизирующая (1.6), определяет

при выполнении рассматриваемых ниже достаточных условий полуоб-
ратного способа оптимальный регулятор системы (1.7), асимптотиче-

ски стабилизирующий {3 '] нулевое решение 2==o (1.4) или #(1) для

класса (1.1), (1.3) систем Гамильтона.

2. Полуобратный способ решения задачи

Обозначим £, $ стационарные значения L, / BeJHYHH

2FO

S(t,2(t); T)=stat [[z(v)], i[z[r]]=fs(r, alt),p[r])dr (22)

соответственно по р и д[т], р[т], удовлетворяющим (1.4) с начальными

3HaueHusiMu ¢(t), p(¢). Из (1.4), (1.7), дифференцируя (2.2) по #, най-

дем
.

L L §,——Ctpou; p=B'Š
@sми @

S|, tßu-Sp=—=L+B-u; B=B'S». (2.3)

Согласно разделу 1 введем ядро показателя качества задачи

K=L+l/2u"Ru+Q; X>o, 270, us#%o; @550(14 2)=o, (24)

где @О(#, г) — подлежащая определению неотрицательная функция ком-

пенсации, а остальные обозначения имеют смысл (1.4), (1.6), (1.7). Из

условия точной линеаризации уравнения Беллмана—Якоби на функцию

\(,2) ==И(1, 2)—5 (4, г) найдем величину @ согласно полуобратному
способу [°]. Здесь И — оптимальная функция Беллмана задачи мини-

мизации

T

Г== [X(s,2,u; Q)ds>min=V ({,2;T); KX=O, (2.5)
t u

при связях (1.7), (2.4) [*>s “]. B o6o3nauenusix (2.1), (2.2) u

V=3B+W, p=B'S,, b=BT™W,; M=MT'=BR'B">o, ry=r,

(2.6)
из (2.3)— (2.6) получим гамильтониан С[\,и|.] оптимальной системы

(1.7), (2.5) [? * ° 4] в виде

GLV, ult, 2] =V +x=W|umoth(s, )-, (2.7)

: d(DI ‚=—/| =04% -Oy+ (8u—3%,) -Opгде Ф'\ш at lvv
2%t at 9

h(u, ) =l/2 uTRu+-uT(b+B); @|umo=Dl+Bp-O,— ¥,-Dp, (2.8)

VO=o(t, 2) = С[В!ХЕ?"]; a-c=aTe= 3 aic;.
) i=l :
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M 3 ycaosus min G[V,u|-I=o в силу (2.7), (2.8) находим еёдинствён-
и

ный экстремальный регулятор u°=u°[t,z|š, W) cuncrembr (1.7), (2.5)
AHHEÜHONO BHAa MO S», W» 1 ypapßuyekye Беллмана—Якоби

W=—RA(b+B); W|umo—a-b—— (FTRIBHHTRD)+Q=O, — (29)

rae minG=W|u=o+minh(u, -)+Q=W |u—o+h(u° -)+Q=o; a=R-Ip.

Для линейности (2.9) по \№ достаточно положить

Q=Q[Wp, -]=l/2b"R~'b=l/2 W MW, >O, (2.10)

когда уравнение (2.9) в общем случае линейно и неоднородно

Witdep- W
— (3g+MSp) -Wp=l/2 8TMB, >O. (2.11)

Функции š(t, г), W(tf,z) удовлетворяют краевым условиям

S(T,zT)=W(T,z, T)=o, Vz=(qp;)T< E", (2.12)

O(S+W)/oz|l=r=oV/oz|I—r=o.

Введем функцию ©(ё z)EW+(I/2)š и обозначения

a=ai(t,2) =.p, ax=as(t,2)=—(¥%,+MS;), k=l/2§;M§p, (2.13)

D[®] =®+a,(t, 2) /Dgt+az(t, 2) -Dp; 0=0(t 2)=o(t,2zT).

U 3 (2.11)—(2.13) следует, что (¢, 2) yAOBJETBOPSIET ypaBHEHHIO

o[‹„]=l/2—%-ё|„=o=—l/2 £: o(T,z;T)=O, (2.14)

решение которого единственно и неотрицательно по методу характе-
ристик в параметрической форме [?]

m=w(r;t[o],z[o])=ftltz(t[s],z[s])ds; /ЁЕ—%; т==!— I<o. (2.15)
0

?fisa функции #==![s], г==2[s] — решения уравнений характерис-

@
_

@а49
_

ар
_

do8 j
d—s—l, —-d?-—ai(t, Z),

ds
——az(t, 2), 'Es—-—k(t, Z), (216)

t[s]=s+T; — г[s] ==ф(s; /[o], г[o]); ¢{[t]=l+T,

из которых исключение т, 2[o] в @ (2.15) дает единственную искомую
функцию — ©==@ (, г) <>@(т; Т, 2[o]). В силу (2.15), (2.16) функция
компенсации (2.10) и ° (2.9) суть

Q=Q'=l/2WIMW?; wo=—R-1BT(a? +l/28,); W°=mo——“2§-.
° (2.17)

Замечание 1. 3amena O Ha o=Q°—l/2C эквивалентна смене

X на X=X—l/2¢ в ядре (2.4), сводящей (2.14) к однородному
уравнению. Его решение — тривиальный ‹°==o инвариант характерис-
тик (2.16) при (2.12), когда
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K=l/2(C+ußu+l/48TMS;); g=l/2(1/48,M8,—¢). (2.18)

Функция Беллмана И и экстремальный регулятор (2.17) задачи с ядром

(2.18) зависят лишь от действия $ (2.2)

V=o=l/28S; u'=g"=—l/2 R'BTS,. (2.19)

Недостатком случая (2.19) оптимальной стабилизации (1.7) будет за-

висимость динамики системы (1.7), замкнутой регулятором @°(#, г)

G=3%,, p=—3,—l/2MS,

исключительно от сВвойств функций $5, &, M (2.6).
С другой стороны, если =0 npu 20, ¥;=O, Г==со, то используя

инвариант & (1.7) для и==o, можно осуществить асимптотическую ста-

билизацию устойчивости плоскости р==o системы (1.7) по всем или

части ее переменных 2 оптимально по критериям типа (2.5) с заменой

в них Ё на & аналогично примерам раздела 3 и результатам [3-°].
В общем случае И== @O(7 г)-1/25$(,2). На основании [%7] и°

(2.17) будет оптимальным по (2.5) (при Т==--со, (2.10)) регулято-

ром г-асимптотической стабилизации, если IV,, Va, Из, когда

Vi) <V(t,2) =o®+l/28<Va(0); Va>>o, >O, Va(0)=0, (2.20)

V(@) S—V|u=o+l/2(o"Me® +l/28TMS;);
~

Va>o, >O,

где Ив(о) — непрерывны, И(о) монотонно возрастают, Ир<<со

e=llzll; lzlP=X(¢¢24+r%); а==l,2; p=1,2,3
i=l

Смысл остальных символов дают равенства (2.1)—(2.3), (2.6), (2.16).
Из (2.14), (2.17), (2.19), (2.20) имеем

Vig.—~ Vi, == l/2(£+.m‘;TM-m‘;) ) >O.

Отсюда следует, что локальная скорость гашения |2|| (соответственно
по Уи Й [3]) при действии регулятора (2.17) больше, чем для (2.19).

Достаточные условия экспоненциальной устойчивости на 11
<<Т<оо решений системы (1.7), замкнутой (2.17), получим из (2.20)
при следующих допущениях.

Пусть существуют положительные постоянные ср такие, что

co<V(t2)<co; V=o'4l/2S; >O, I<p<3, (2.21)

£4+l/2(0TMo? +l/2 STMS,) =e5V (1, 2); o=llzl.

Из (2.21) и неравенства V[uog—cw следует оценка

12 () !<< су'оЙ2 () ехр [—сз(#— Ю)],—ое<<Т< о, (2.22)

совпадающая с критерием Н. Н. Красовского экспоненциальной устой-
чивости покоя системы (1.7), (2.17). Заменив второе условие в (2.21)

неравенством )И<<—И|и° с интегрируемой на {[Ю, Т] функцией A=

=A(f), получим монотонную оценку интегральной экспоненциальной

ограниченности покоя

lz() <VH{Va(llz(f) ) expft [—A(s)]ds}, to<<t<T,
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где /;!{о} — величина, обратная для И, {о}, непрерывная монотонно-

возрастающая функция: VI{Vi(e)}=e, V;!(0)=0.
Замечание 2. При агрегировании или же неполной обратной

связи, когда известна и-компонента г вида y=~Cz, rae (/X2n) marpuua
С постоянна, ранга / и выбор ее элементов имеют некоторую степень

произвола, можно на основе регулятора (2.17) и°(#,2г) (1«п) искать

субоптимальный регулятор п(1, у) ==и° (1, Сг), минимизирующий в точке

1, го!°[С] — натуральный критерий (2.5) (О==o) по свободным пара-
метрам матрицы С, согласно методу градиентов [°. 4. 15].

‘ 3. Примеры

Оптимальную г-стабилизацию движения г==o консервативной сис-

темы Гамильтона

g=hp, p=Bu—h,; h=o, . h=h(2), (3.1)

обладающей следующими свойствами

h(0)=0, O<h(z), z760; hy|p=o,4xoFo,
h=o, 2=o; AhcCl[lzl<o]; a!550. p0

где

al=—BTb, b=h,, a'=o, p=o; B=|pllA,,

Ао== [а (г)] < С[l2l<оо]; u=(us)T, I<i<n=dimg=rzs,

проведем при условии o<<v(u)<<v'=const, rae у==%у(и) положи-

тельно однородная выпуклая функция типа нормы Атанса—Летова

[°]. Найдем на ограниченном или бесконечном множестве начальных

значений — Мо== {го|/(2о)<[}, rne P=const>o, Ю==зирй при zeE?",
регулятор и°==иo(7Щ), минимизирующий функционал:

oo

I'= [t(2)[fo(h)+fl(h,v)]dt, ©=o; T[u’]=minT, (3.2)
% ч

B KOTOPOM PYHKHMHH T, fo, f 1 YAOBIIETBOPAIOT HEpaBeHCTBaAM

т(2) ==o(а'); е(и)гтёх(ёои)‚ v()=1; >O, uzo,

fo(h) =gl(h) =v°ofl/ov° — f 1 (h, v*) >O,

fi(h,o)=o, (ofl/9v) |v=o=o, Pfi/dv2>o,

fo, 1< C2[h=o, v=o].

Если h——+4oo при |2|->-со, то М, ограниченно. Функция о(и) имеет

все свойства сопряженной ей функции у(и). Для гамильтониана (2.7)
задачи (3.1), (3.2) экстремальны регулятор и°(2г) и функция Беллмана

V(h) при У (h) =fi(h,v°)+fo(h); al=—BTbs#%o, p#%o Buaa

и(г) ==у° до/да!, VzeN\{p=o}; V= fh\p(s)ds; INoll <oo, (3.3)
0

где #°(г)==o, №г ©Е М,П {р==o}; o(u)=max(u-v) npu v(v)=l

В силу (3.1) для \г © Мо; [[lNoll<<oo, u=u®(2) (3.3) имеем

h=-—+''-og/dat=—%(a!)<0; =o+ p=o; p++o, p=o, ¢=+o.

Обобщая на (3.2) результаты [B], W3 принципа инвариантности
[% ] находим, что регулятор (3.3) дает асимптотическую устойчи-
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BOCTb 2=o npu Vzo=2z(t) € Ny, llNo]|<<oo. — Аналогично [. *5. 16] из

результатов раздела и замечания 1 следует, что u°(z) (3.3) — опти-

мальный по (3.2) регулятор асимптотической стабилизации покоя (3.1).
Если h—oo при [[z]| >oo (Vl[No]| <o), то (3.3) дает оптимальную
стабилизацию в целом. Аналогичные утверждения верны для стацио-

нарной системы (1.7) с отрицательно определенной функцией Uy,
geEn, ecnu (3.2) — критерий оптимальности, а управление и органи-
чено NO HopMe: O<v(u) <v'=const.

Заключение `

Здесь на основе полуобратного способа [°], в отличие от известных

способов [° B], проблема (1.5)—(1.7) оптимальной стабилизации ста-

ционарно неустойчивого движения системы класса (1.1)—(1.3) Га-

мильтона сведена к решению линейного (2n-1)-MepHOro уравнения
Беллмана (2.14) методом характеристик (2.15), (2.16). В результате
найдены неотрицательная функция компенсации © (2.10), линейный по

р-компоненте градиента функции Беллмана оптимальный регулятор
(2.17), а для замкнутой им системы (1.1)—(1.3) предложены условия
асимптотической (2.20) и экспоненциальной (2.21) стабилизации.
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Igor KEIS -

HAMILTONI SÜSTEEMI LIIKUMISE OPTIMAALNE STABILISEERIMINE

POOLPÖÖRDMEETODI ABIL

On vaadeldud naturaalkriteeriumiga (1.6) optimaalse Hamiltoni süsteemi liikumise
(1.1) stabiliseerimise probleemi (1.7), (2.5). Stabiilsusteooria meetodite [!-% '] ning

ortimeerimise poolpoordmeetodi [l°] abil on leitud optimaalse regulaatori (2.17) esitus

?2g2s(i)i)steemi liikumise (1.1) stabiliseerimiseks kooskdlas piisavate kriteeriumidega
20), (2.21). |
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ON THE OPTIMAL STABILIZATION OF THE HAMILTON SYSTEM

VIA SEMI-INVERSE METHOD

The problem of the optimal asymptotic and exponential stability of the Hamilton
system (1.1) motion is investigated in the paper. Here natural criterion (1.6) is

chosen as the optimality performance index. The stabilization is provided by the addi-
tional forces linear in controls and the gain matrix (1.7) depending on the state
vector.

The problem i1.7), (2.5) is solved on the basis of the theory of the stability of
the motion [!-% 16] together with A. A. Krasovsky semi-inverse method [°].

As a result, the design of the optimal control (2.17) and sufficient conditions for
the asymptotic (2.20), exponential (2.21) stability of the optimal Hamilton system
(1.7), (2.5) are obtained. As by-product of the paper, optimal controls (3.3) are pro-
vided for the stabilization of the stationary system (3.1) equilibrium.
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