
EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED.
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА
PROCEEDINGS OF THE ACADEMY OF SCIENCES OF THE ESTONIAN SSR.

PHYSICS * MATHEMATICS

1989, 38. 1

УДК 517.5

J. UPPUS

ON THE PRESERVATION OF CLASSES OF FUNCTIONS

{Presented by G. Vainikko)

И X and У are two classes of 2rc-periodic functions, we say that a two-
way infinite series of complex numbers Я= {Яь} ( is a multi-
plier from X into Y, and we write 1g {X, Y) if whenever

oo

2J Ch eikx ( 1 )
h=— oo

is the Fourier series of a function f in X, the series
oo

1 JŽ h,ch ehx (2)
ft=—OO

is the Fourier series of a function in У. Let C denote the class of 2я-
periodic continuous functions with the norm

\\f\\c= max \f{x)\,

and L the class of 2jt-periodic integrable functions with the norm
2я

№.=—/ IfWldx.
Let w(d) be a given modulus of continuity and let C M denote the class
of continuous functions, for the moduli of continuity

o){f, õ)= sup \\f{-+h) f ( ■)IIc
|Л|<в

of which we have
<o{f,õ)=o{<o{õ)).

It is well known (see e. g. f l ], p. 176) that a necessary ,and sufficient
condition for a sequence Я to be of the type (С, C) is that

Jj Ue ihx (3)
h=—oo

be a Fourier-Stieltjes series. For the type (C a , Cm) this condition while
remaining sufficient ceases to be necessary. For the Lipschitz classes A.
Zygmund [2 ] showed that a necessary and sufficient condition for Яto
be of the type (Сш , Ca ) with w(d)=da (O-Cutd) is that the indefinite
integral of the series (3)

oo 0
S(*)= 27' (4)

k=—oO

should belong to the Zygmund class in the integral metrics L*, i. e.



2

МД õ)l= sup ||/ (• +2/г) -\-f (•) — 2f (■ -\-h) \\ L~O (d).
|A|<o

Here the dash indicates that the term with the zero index is absent.
In the present paper we extend this result to a somewhat wider class

of moduli of continuity, satisfying the condition
б 2л

J At-\-õ J-jp- dt=o(a{õ)) (5)
0L 6 1

(see e. g. [s ] or [4], p. 420). We also show that this extension is maximal
in its terms.

Throughout this paper we suppose that cõ(ö)/õ->oо
Theorem 1. A necessary condition for the sequence X= {Я/J to be of

the type (С ш, Си) is that Й should belong to the class L*. If the modulus
of continuity i(o{ö) is such that (5) holds, then this condition is also suffi-
cient.

Proof. Let X be either Cor L. Let Pn denote the set of all trigono-
metric polynomials of an order not higher than n, For / e X let

En(f)x= inf \\f—T\\x
T^P n

denote the best approximation of the function /. Let denote the convo-
lution

2л

if*g) OS'(O dL

v n f the de la Vallee Poussin means of the series (1)
Un/ (1/П-) (Sn f~\~ sn+lf• • • ~\~s 2.n—lf)

and v n the corresponding kernel vn f=vn *f, vn (x) = 2K2n-\{x) — Kn-i(x)
where

Kn{x)= (l-^/(n+l))eite
h=—n

is the Fejer kernel. For any complex number let г define the function
sign 2 =z/|z( for nonzero 2, signz=o if z= 0.

Suppose £gL and let /Т denote the indefinite integral of f%. Then
we may write

En (Fx ) c=En {f*Z)c^En (f) cE n (й) ь.
Applying Jackson’s theorem twice we see that the first term on the right is
o{(o[\/n)) and the second term is 0(\/n). Thus

E n {F,) c=o{{\/n)cD{\/n)).
In view of (5) (see e. g. [ 3 ] or [4], p. 423) this is equivalent to

(p ih, 6) = О (d)(6)),
i. e. fx is in C w . This proves the sufficiency part of the theorem. To prove
the necessity part suppose that £eL. In that case there exists a sequence
of indices {n(k )} such that

2 h
llU2n(ft)S U n (ft)~ll •. (b)

Kh

If it were not true, i. e. if ||и2пй — е п%\\ь= 0(\/n) we could write for any n
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õö 00 / 1 \

Ий — o«B|Il=1IJS { у Ü2 «n ö} I I—-) =o{\/n),
h=o fe=o

'1 П ‘

which contradicts the presumption that 2gU.
Moreover, since we have presumed that (d->o,+ ), we may

suppose that the sequence {n{k)) satisfies the conditions
n{k)^Bn{k —1), (7)

1)). (8)

n{k) - t 2 n (l) -<o{\/n{l) ). (9)
Z=l

Consider the functions (6=l, 2, ...)

Gh {x)= sign {и2п(й)Й(—x) —vnWQ{—x)}
and

<?ft (v) = Gft (*) * {u2n(ft) (*) ün(ft) (*) } •

The functions щ are trigonometric polynomials of the order 4 n{k). Since
= 0(l) (see e. g. f l ], p. 88) we have by Young’s inequality that

ll'9?ftllc = 0(l). Define a function f by the series
oo

I{x) =2J w{\/n{k))<ph [x).
ft=l

In view of (8) this series converges uniformly, hence [eC. Let us esti-
mate the modulus of continuity of f. Let \/n{k-\-\) s^ö^\/n{k) . We have

llf(-H-tf) —f(-)Hc=s:

s£ II (l//t (()) {<Pi (• -K) -Vi(-))lleH-2 JS
l=i I l=h+l

As ||^|| c = 0(l) the last sum is 0(.w(d)). The first sum we estimate
applying Bernstein’s inequality to the polynomials щ and using (9)

JSю(1 /n (/) ) Wcpi {•-hõ) <pi{’)\\c=o{'jjn{t)<ü{\/n{l))õ) =
i=i i=i

= o(dn(6+l)ia>(l/n(6+l))).
Since any modulus of continuity has the property №{ti) {t2 )/t2 for

we conclude that the first sum is also 0(iw(d)), hence [GCffl ,
Let m{k) = [n{k) /2], where [x] denotes the entire part of x. Consider

the difference
U 4 n(h)FЯ i)P

If fx eCw then we should have by Jackson’s theorem (see e. g. [ 4], p. 275)
lIU4 n{h)Fx Vm(h)Fx 11c 4{Ein(h) (T\) (Ад.) c} =

'lo>
On the other hand, we have constructed f in such a way that by virtue
of (7)

n(ft)A Я Vm(h)F Я == {Vitn(h)f Vm(h)f} T=W( 1/Я (6) ) .

Since I ери in its turn is a convolution we may write

i99ft *й= Sign {и2п(Л)й {—X) ün(ft)ö (X) } * {ü2n(ft)Ö — ün(ft)&(*)}.
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Applying (6) obtain the estimate
\\*Pk * filled {tpii * £) (0)

2л

>:-я~ I Sign {ü2n(i)2(-l)“M2(-0} * {V2nth)ü{—ty~ vn{h)Q{—t)}dt—--2n
II n(/i)S lI L -S5 2'1//i (6) .

Thus
II Vin(k)F x m(h)FX Wc'^2h\co{\/n (6) )/n{k),

which contradicts (10). Hence [хШС ш . This concludes the proof of Theo-
rem 1.

To show that without condition (5) theorem 1 ceases to be true let
us prove the following

Theorem 2. Let the sequence 1= {Лк} be such that but
(3) is not a Fourier-Stieltjes series. Then there exists a modulus of con-
tinuity i(o{6) not satisfying the condition (5), and a function such
that f% does not belong to C Q .

To prove the theorem we shall use some К- I. Oskolkov’s results
(PL p]).

Lemma ([ s], lemma 2). For any sequence {õk} with the
properties

do=Jt, Aöh+ (6 =O, 1,2, ...),

there exists a modulus of continuity «(d) such that

tf4+l =min{ d ggf) =^}
and

1 00

TT-w(d)<=:2Mdft ) min {l, d/dft} =s:Cw(d) (d>0); (11)
L h=0

6j (d) may be selected such that
' ,(o{ök+l )= {\/2 }co{õk ). (12)

Moreover, the condition
Vk/öh+i =o{\) (6-> oo)

is equivalent to (5) ([s ], remark 2).
Let и-пЛ denote the de la Vallee Poussin means of the series (3). Since

the latter is not a Fourier-Stieltjes series we have
limsup ||ип ЛЦь= оо

П

(see e. g. [*], p. 137). Hence there exists a sequence of indices (n(6)}
(6= 1,2, ...) such that

n{k-\-\)/n{k) oo (6 —oo) (13)
and

\\vn(k+i)A vn (k)A (14)
We may suppose that n(l)3>4ji and /2(6+1) >4/г(6). Consider the
sequence {d ft}, where

<?о=я, dfe=l /n{k) (6=l, 2, ...). .
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Let w{ö) be the corresponding modulus of continuity according to the
lemma. In view of (13) observe that (5) does not hold.

Let

Gh {x) =sign {vn( h+l )A ( —x) — vn (k)A ( —л:)} J ,
„

|

and
Щ (x) =Gh (x) * {o„(fc+i) {x) t?n(fe ) (x) }.

These functions are trigonometric polynomials of the order 2n{k-\-\)
orthogonal to trigonometric polynomials of an order less than n{k). We
also have =0(1). Let

OO .

f{x) = (o{õk)'(ph{x).
k= l

By (12) this series converges uniformly, hence feC. To estimate the
modulus of continuity of f notice that by Bernstein’s inequality we have

a (i ерь, õ)=o (min (1 ,n {k-{- 1)d}) = О(min {l, 6/dh}).

Applying (12) and (11) we see that [еСщ.
Next prove that IкШСа . If fis to belong to Ca we should have

{m(k) = [n{k)/2])
\\V2n(k+l)fk VmwfkWc 4 {E2n(h+ l) ih) C-\-Em(h){fx) C ) =

' =o{<o{\/n(k)). (15)
On the other hand we have defined щ so that

1 V2n(h+l)fl Vm(h)fk =
= {(o{Õk-l)\(ph-l-{-M{Ök)<Cpk-\-(o{Õh+i)'(ph+l} * {V2n(k+l)A Vm(h)A}.

Considering that all terms in the convolution are trigonometric polyno-
mials of appropriately chosen order we get

V2n(k+l)f\ V m(h)f\ = ‘(0 {6k) {}(ph) (dfe-i) Gk- 1 * {vn(h)A V m(k)A} +
(+to (d/i+i) Gh+i * {v2n{k+i)A — vn(k+i)Aj.

Since the application of Young’s inequality gives us

II к Vm(h)fl ll C (O ( Õk) ('<'fh )Л (0) 'W (dft—l) || V n(k)A Vm(k)A ||jl

(0 (dft+l) \\V2n(h+l)A V n(h+i)A\\b. (16)
As Йе1 4 we have by Bernstein’s inequality for arbitrary n and m
(n!>m)

WvnA VmAWb < 2n\\vnü vmü||L^
nO {En (S) L~{~Em (&) l) =nO ( \/n-\- \/m).

If n/m =o{ 1) this yields || vnA v mA\\ L=o{\). Noting that m{k)
= [n. (i^) /2] and (12) holds we deduce from (16)

\\V2n(h+l)fx — Vm(k)fl\\c -j-0 {(ü (Õh) ) •

Using the construction of щ we obtain by virtue of (14)
2л

fa>ftU(o) =T- J sign {Vn(h+i)A i—t) Vn(h)A i—t)} *

2n J
i

* {уп(й+l)Л {—t)—v4h)A (—/)} d/== ||ün(ft+i)4 Vri{h)AWb^k,
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Thus
11^2п(А+1)/я— Vm{k)fk\\c (t) (Õh) k-{-0 {(0 (Õh))

which contradicts (15). Therefore fx does not belong to Ca .

Remark. Analogous statements are also true for the class {La ,
Lw ).

In that case while constructing the counterexamples we may suppose
Gh =\ {k=\, 2, The rest of the proof remains essentially the same.
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/. UPPUS

FUNKTSIOONIDE KLASSIDE SÄILITAMISEST

Artiklis on leitud tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et kompleksarvude jada
Z—{Zh} oleks (Cffl , CJ-tüüpi multiplikaatoriks eeldusel, et pidevuse moodul ю(б) rahul-
dab tingimust (5). On näidatud, et kui hinnang (5) ei ole täidetud, siis teoreem enam
ei kehti.

Ю. ЛИППУС

О СОХРАНЕНИИ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ

Находятся необходимые и достаточные условия для того, чтобы последователь-
ность комплексных чисел A,= {ta} являлась мультипликатором типа (С ш ,

С ш ) в пред-
положении, что модуль непрерывности со (б) удовлетворяет условию (5). Также по-
казывается, что без условия (5) теорема перестает быть верной,
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	Рис. 1. Схема вращательных уровней системы молекулы и светового поля при В° = Вl=В и А —В/2. Волнистые линии соединяют взаимодействующие по (8) уровни.
	Рис. 2. Вращательные уровни молекулы в зависимости от величины взаимодействия молекулы с сильным световым полем; пит обозначают квантовые числа либрационного колебания и свободного вращения молекулы в пределе сильного поля.
	Рис. 3. Ориентационное движение линейной молекулы в сильном световом ноле, резонансном с электронным переходом типа !-<->-1; (а) и типа 2-*->-П (б). Поле поляризовано по оси z.
	Рис. 1. Провал в ФНР q(Q.0i) при двухступенчатом (сплошная линия) и одноступенчатом (штриховая линия) ФСП. Параметры: Г = o,sуь A = 0,99yi (о"о = = I,sуь 0i = 2,49yi, 02 = 0,51yi).
	Рис. 2. Провал в ФНР q(Q,0I) при одноступенчатом (штриховая линия) и двухступенчатом (штрих-пунктир) ФСП селектирующим импульсом, а также при двухступенчатом ФСП суммой селектирующего импульса и добавочного б-импульса (сплошная линия). Параметры; Г = 4уь Д=4,sуь т2=ур1 (аo=sуь (л = 9,5у1, Оз = 7,5уь аз = 0,5у1).
	Рис. 3. Провалы в ФНР q(Q.qi) при двухступенчатом (сплошная линия) и одноступенчатом (штриховая линия) ФСП двумя селектирующими импульсами. Параметры: Г=o, А = 0,99уь (Oi = 0,25yi (0q —Yu 0i = = 1,99yu 02 —OjOIyO•
	Рис. 4. To же, что и на рис. 3. Параметры: Г = o,sуь А = o,olуь coi = 0,25yi (0О = = I,sуь 01 = 1,51уь 02=1,49yi).
	Рис. 5. Провалы в ФНР q(Q0i) при одноступенчатом (штриховая линия) и двухступенчатом (штрих-пунктир) ФСП двумя селектирующими импульсами, а также при двухступенчатом ФСП суммой селектирующих импульсов и добавочного б-импульса (сплошная линия). Параметры: Г = 4уь А = 4,5уь т2=у~1, (i)i =Yi (сг0= = sуь 01 = 9,5у1, о2=7,sуь a3=o,syi).
	Рис. 1. Зависимость оптической толщины в максимуме полосы поглощения (при насыщении перераспределения центров по полосе) от таковой в начальный момент времени Д). Штриховая линия соответствует Dcv = DO. 1,2, 3 фактор Дебая—Валлера а=l,o, 0,8, 0,5 соответственно. Кривая 4 иллюстрирует уменьшение нарастания плотности при учете пространственной переориентации примесей (по сравнению с кривой 1) при а=l,o. На вставке изображен относительный сдвиг максимума полосы поглощения (отношение сдвига s к полной ширине на половине высоты Л исходной полосы) при начальной оптической плотности 4,0. Положительное направление оси соответствует сдвигу в сторону больших длин волн. Штриховая линия экспериментальное значение sfА, полученное для Д0 = 4,30.
	Рис. 2. Две возможные ориентации дипольного момента перехода, угол между которыми составляет 90°. Примесный центр помещен в начало координат, свет распространяется вдоль оси у.
	Рис. 3. Полоса o—o-поглощения ОЭП до (1) и после (2) облучения «белым» светом для четырех значений начальной оптической плотности.
	Рис. 1. Геометрия импульсов возбуждения. Направление сигнала РССР £4 зависит от очередности поступления импульсов k\ и k 2 на образец.
	Рис. 2. Схема эксперимента РССР. 1 линия задержки, 2 светоделитель, 3 призма френеля, 4■— объект в криостате, 5 фотодиод, 6 стробирующий усреднитель, 7 регистрирующее устройство.
	Рис. 3. Зависимость интенсивности сигнала РССР от задержки импульсов t\2 в образце ОЭП-ПС. Скорость сканирования задержки tX2 увеличивалась в 33 раза в точке 2,0 пс. Интенсивности возбуждения: а / = 3/8) б /= i,5/s, где /, интенсивность насыщения для бесфононной линии.
	Рис. 4. Температурная зависимость времени фазовой релаксации Т2.
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	Рис. 1. Расположение координатных осей.
	Рис. 2. Графики напряжений (сплошные кривые эксперименты (т=18); штриховые теоретическое решение; штрихпунктирные данные [7]).
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	Зависимость —AHisom алканов от —Ang.isom-Нумерация точек в соответствии с табл. 2.
	Распределение температуры и завихренности в поперечном сечении всплывающего вихревого кольца. Верхняя часть (слева направо) изолинии температуры при т—o,l и %—l,B, нижняя соответствующие изолинии завихренности.
	Временная диаграмма импульсов входного тока одной фазы при расстройке выпрямленных токов I, /+А/: а импульсы тока; б частные сигналы поправки и в суммарный сигнал поправки.
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