
14

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED.
füüsika * matemaatika

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА
PROCEEDINGS OF THE ACADEMY OF SCIENCES OF THE ESTONIAN SSR.

PHYSICS * MATHEMATICS

1988, 37, 1

УДК 513.88

Эве ОЯ. О. РЕЙНОВ

КОНТРПРИМЕР А. ГРОТЕНДИКУ

(Представил Г. Вайникко)

А. Гротендик в предложении 15 своей фундаментальной работы
[Д (гл. I, с. 86) утверждает следующее. Пусть X и У банаховы
пространства такие, что одно из сопряженных пространств X* или У**
обладает свойством аппроксимации; если сопряженный оператор Т*
линейного непрерывного оператора Т: является ядерным, то Т
также ядерен. Это утверждение в j4 ] доказано лишь в предположении
свойства аппроксимации пространства X*. Мы приведем пример, пока-
зывающий, что в действительности утверждение А. Гротендика не
верно в предположении свойства аппроксимации пространства У**.
С другой стороны, мы докажем, что заключение результата А. Гротен-
дика остается справедливым, если У*** обладает свойством аппрокси-
мации. Это более сильное предположение, ибо У** обладает свойством
аппроксимации, если им обладает У***.

Нам удобно использовать следующие обозначения. Пространства
линейных непрерывных, интегральных (в смысле Гротендика) и ядер-
ных операторов, действующих из пространства X в пространство У,
обозначаются через L(X,Y), I{X,Y) и N{X,Y) соответственно. Сим-
волом Jz обозначается каноническое вложение банахова пространства
Z во второе сопряженное пространство Z**. Основные используемые
факты о ядерных и интегральных операторах, а также о свойстве ап-
проксимации можно найти в [2 ].

В связи с предположением нижеследующей теоремы 1 и замеча-
нием к ней отметим, что первый пример сепарабельного рефлексивного
пространства без свойства аппроксимации был построен П. Энфло
[ 3 ]. Теперь известно много таких примеров (которые подробно рас-
смотрены в [4 ], с. 1—47, 717 —727, 856).

Теорема 1. Пусть X сепарабельное банахово пространство
без свойства аппроксимации такое, что X* сепарабельно. Тогда суще-
ствуют банахово пространство Z и оператор такие, что
Z** имеет ограниченно полный базис, Z *** сепарабельно, но не обла-
дает свойством аппроксимации; Z***) , Jz ° S<=N (Z**, Z**) , а

(Z**, Z). При этом S факторизуется через X так, что в этой фак-
торизации S =l|3 ° А оператор (3 является интегральным.

Замечание. Если в теореме 1 пространство X еще и рефлек-
сивно, то оператор А является слабо компактным. Из j4 ] (гл. I, тео-
рема 10 и предложение 15) вытекает следующее утверждение (ср. с ут-
верждением 2 в теореме 10): пусть X, У, Z банаховы пространства,
причем У** обладает свойством аппроксимации; если явля-
ется слабо компактным и sg/(Z, У), то Таким обра-
зом, теорема 1 представляет собой контрпример этому утверждению.

Для доказательства теоремы 1, а также теоремы 2 нам понадо-
бится следующая
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Лемма. Пусть У банахово пространство. Если У** обладает
Свойством аппроксимации и SeA/фУ**, У), то определены следы
tr /у ° S, tr /у* ° 5* и они равны.

Доказательство. Известно, что если банахово пространство
X обладает свойством аппроксимации, то для каждого оператора Ге

определен след, который может быть подсчитан по формуле
tr T.=2J“=ix*n {xn ), где T=^n=i xl ® Хп > К хп ееХ, произ-
вольное ядерное представление оператора Т (см. [ ! ], гл. I, §5;
это ясно из того, что в этом случае N{X,X) канонически изометриче-

ски изоморфно проективному тензорному произведению А*OА (см.
[2 ], с. 246)). Поскольку У** обладает свойством аппроксимации, то по
результату А. Гротендика (см. [2 ], с. 242) этим свойством обладает
также У*. Поэтому для операторов /у ° sеА(У**, У**) и е
еАДУ*, У*) определены следы. Пусть 0) уп, у*** е У***,

— ядерное представление оператора 5. Тогда
tr /у ° s—tr -2°^=iy*** 0 JYyn='J£~

=i
y***{JYyn)-

А поскольку $* Л£™==1 1гУп0 у***, то

tr /у* °s* =tr =l/ууп 0 /у*у***.—
= -57“ =1 {'тУп) (Jy*y* n **)

= (W
n
**) (*«) =tr/y“ 5 -

Доказательство теоремы 1. Ввиду сепарабельности X, со-
гласно [s ] (см. также [6 ], с. 26), существует банахово пространство
Z и гомоморфизм А пространства Z** на X (о понятии гомоморфизма
см., напр., [ 7 ]) такие, что Z** имеет ограниченно полный базис и
КегЛ ImJz. Нетрудно доказать (см. [ 6 ], с. 35), что Z*** не обладает
свойством аппроксимации (кстати, этот факт будет ясен и из пашей
теоремы 2) и является сепарабельным (так как X* сепарабельно).

Поскольку X не обладает свойством аппроксимации, то (см. [2 ],
с. 239—240, или [6 ], с. 32) существуют х /„еГ, п= 1,2, ... ,

такие, что JS/£=l lU*JlH*nil<oo, (х)хп= 0 при всех
a (Хп) 1— 1. Так как А гомоморфизм, то сущест-

вует т>o такое, что для каждого хп найдется 2** е Z** так, что
xn=Az**, п= 1,2, ... . Поскольку lU*Jlll2**l|<oo,
то существует аеЛ/ (A, Z**) с ядерным представлением al=

.х* 0 2**. Заметим, что ImaciKerA, так как при всех хе!п=l п п г

Л (ax) х* (x)Az** = lo ° X* (х)х п =O.\ / П= 1 П Ч 7 П 1 п 4 7

Значит, Im aczlm /z , и мы можем определить (3eL(A, Z) так, что
/z°P =a. Так как /z 0(3 = Z**) , то Jz ° ре/(А, Z**) . Следова-
тельно (см. [2 ], с. 233), (Зе/(А, Z).

Положим s=ф°Л. Тогда se/(Z**, Z) и JZ °S = JZ °s°A а °Л<=
eA(Z**, Z**). Далее, поскольку (/ z °s) *eiV(Z***, Z***), то
S*=S*°J z*ojz*= (/r s)*./z<G N{Z*,Z***).

Остается доказать, что Z). В силу условия КегЛ = 1т/2
имеем /z*°S* =/ z*°S*°/z*°/z*= (/z °/ z>f ./z,= (a ° Л »/z )* 0 /z ,=
= (a°o)* =o. Допустим, что seA(Z**, Z). Тогда в силу леммы
tr Jz °S= tr / z

*
° S*, что невозможно, поскольку

tr/z°s = = 00 (Л*х*)(2**) =

71=1 4 П 7 4 П 7

=J£°° л* (л 2**) = s;°° v*(xn) = i
' ÄW n=l п v гг 7 n=l n v 7
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(так как >s?°° А*х* & z** ядерное представление оператора а °Л),
V п=\ п п
a

tr /Z *°S*=tr 0= 0.

Теорема доказана.
i t/äÄ зк

Теорема 2. Пусть Xи Y банаховы пространства, Y " обла-
дает свойством аппроксимации и T<=L(X,Y). Если Jy )

или ГеАДУ*, А*), то ГееЛДА, Y).
...

Доказательство. Так как в случае Т {Y ,X ) имеем
Г**еАДА**, У**) и, следовательно, /у ° Т\=Т** »/jeiV(l, У''), то до-
статочно доказать импликацию

/у°ГееЛДА, Y**) (=N{X, У).

Пусть u=.2x*n
® у** еГO У** определяет ядерный оператор

JY °T. Достаточно показать, что, в действительности,
так как тогда ГееЛДА, У). Для этого, поскольку X 01ш/у является

замкнутым подпространством в А*® У** (см. [2 ], с. 238), достаточно

доказать, что <Л,ц) =0 при всех Ле/ДУ**, А**) = (А*oУ**)* (см. [2 ],

с. 230) таких, что <Л, ü) =O, иеА*olш /у.

Пусть ЛеА(У**, А**) удовлетворяет условию <Л, ц) =O, üGEA*OIm /у.
Тогда, в частности, (Л ° J Yy) (х*) =0 при всех х*еА* и значит,
Д о /у— о. Так как Т** ° А.= (/у* ° /у*) *

° Т** °Л =/у**° (/у ° Г)**°Л,
а (/уД)** ядерно, то Г** ° Л&ДДУ**, У**),
есть ядерное представление оператора Г** ° Л.

Поскольку оператор Т** ° А ядерен, то он компактен. Следовательно,
Im Г** ° ЛсЛш /у, и мы можем определить У) так, что
/у оs|=Г»Л. Покажем, что 5(=АДУ**, У). Согласно результату
А. Гротендика (см. [2 ], с. 243), для этого достаточно проверить, что
5*еАДУ*, У***), так как У*** обладает свойством аппроксимации.
А ядерность S* очевидна, поскольку S* =S* °J Y

* °/у*= (/у°s)*«/ у,
и

(/у °S) *= (7** ° Л)* <= дг(у***. У** 1*). Далее заметим, что /y*° S* =O.
Действительно, из равенства /у ° 5 ° /у = Т** ° Л ° /у= Г** ° 0= 0 следует,
что J Y*°S*= (/у <= sЛу)*Л у =O. Так как У*** обладает свойством
аппроксимации, то и У** обладает этим свойством, и мы можем при-
менять лемму к оператору 5. Итак, мы получаем, что tr/y°s=

= tr/y*°S* =tro =O. Поэтому и tr Г** °Л= 0. С другой стороны,
tr Г* о А =-JJ (A*oJ xXn )(y*n*)

= И iJx*x*J (ЛС) '= 2 [Ау**) (х*п )

= <Л, и}, так что <Л, и} =O.
Теорема доказана.
При помощи теоремы 2 доказываются аналоги многих известных

результатов об операторах, действующих из А в У, где предположе-
ние, что X* обладает свойством аппроксимации, заменено предположе-
нием, что этим свойством обладает у***. Так, например, по схеме дока-
зательства теоремы 6из [2 ] (с. 248) доказывается

Следствие 1. Пусть X и У банаховы пространства такие,
что X* обладает свойством Радона—Никодима, а У*** свойством
аппроксимации. Тогда I{Х, У)=АДА, У).

В связи со следствием 1 отметим, что X * обладает свойством Ра-
дона—Никодима, в частности, если X * сепарабельно или рефлексивно.
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(По поводу эквивалентных определений свойства Радона—Никодима
см. [2 ].)

По схеме доказательства теоремы 12 из [ 2 ] (с. 252) доказывается
Следствие 2. Пусть X, У и Z банаховы пространства, при-

чем У*** обладает свойством аппроксимации. Если T<=L{X,Z) явля-
ется слабо компактным и Se/(Z, У), то S ° У).

В заключение отметим, что в силу теоремы 1 и замечания к ней
предположение о свойстве аппроксимации пространства У*** в теоре-
ме 2 и ее следствиях 1 и 2 существенно и не может быть заменено
более слабым условием, что У** обладает свойством аппроксимации.
Что касается аналогов теоремы 2 и следствий 1 и 2, где вместо пред-
положения о свойстве аппроксимации пространства У*** требуется, что
свойством аппроксимации обладает X*, то (как показывают теорема 1
и замечание к ней) последнее не может быть заменено условием, что
свойством аппроксимации обладает X (для утверждения, что из ядер-
ности сопряженного оператора следует ядерность исходного опера-
тора, этот факт был установлен Т. Фигелем и У. Б. Джонсоном [ B ]).
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Eve OJA, 0. REINО V
KONTRANÄIDE A. GROTHENDIECKILE

Olgu T selline pidev lineaarne operaator Banachi ruumist X Banachi ruumi Y, et
T * on tuumaoperaator. A. Grothendieck [*] väidab, et T on tuumaoperaator, kui teisel
kaasruumil У** on aproksimatsiooniomadus. On toodud näide (teoreem 1), mis selle
väite ümber lükkab, ning tõestatud A. Grothendiecki väite õigsus eeldusel, et aproksi-
matsiooniomadus on kolmandal kaasruumil У*** (teoreem 2).

Eve OJA. О. REI NOV
A COUNTEREXAMPLE TO A. GROTHENDIECK

Let A" and Y be Banach spaces. Let T :X-+Y be a continuous linear operator suchthat T*:Y*-*-X* is nuclear. A. Grothendieck [ x ], part I, p. 86, has stated that Tis
nuclear if У** has the approximation property. This statement is disproved by

Theorem 1. Let X be a separable Banach space without the approximation
property such that X* is separable. Then there exist a Banach space Z and an integral
operator S:Z**-*Z such that Z** has a boundedly complete basis, Z*** is separable
but has no approximation property; S* :Z* —*■ Z*** is nuclear, S is nuclear into Z** but
is not nuclear itself. Furthermore, S factors through X and in this factorization S==
=Po A, the operator pis integral.

On the other hand, in Theorem 2, it is shown that T is nuclear if У*** has the
approximation property.
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