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А. KИВИНУКК
ДОБАВЛЕНИЕ К ОЦЕНКЕ КОНСТАНТ ЛЕБЕГА

А. KIVINUKK. LISANDUS LEBESGUET KONSTANTIDE HINNANGULE
A. KIVINUKK. A CONTRIBUTION TO THE ESTIMATION OF LEBESGUE CONSTANTS

(Представил А. Хумал)

В настоящем сообщении доказываются дискретные аналоги соответ-
ствующих теорем из [*], где приведены также постановка задачи и ввод-
ные замечания.

Итак, рассмотрим тригонометрические полиномы

Нам потребуется следующая по существу известная ([ 2 ] с. 143, [ 3 ])
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Kn (x) =-—+ {X h=Xh{n), Xh—o при k^n-H)
h=i

и их нормы
Jt

II Kn II i=“— f I Kn (x) I dx.
Л -л

Введем обозначения
: ■■ ‘"I ■■■ ■ ■ '

AXk—hk U-ь A2Xfe=Xä+i

oo

\\Knb=—f\Ln(x)\~, (1)
Jt 0 X

где
Ln{x)=4sinz {x/2)Kn{x} (2)

n+l
=h— Xi A2Xh eos kx (3)

h=i

X n+l / 1 \

=—2 sin-- ÄÄ* sinl k —j x. (4)
h=i

Доказательство. По (2) имеем

Kn\\i^^J J-~—r dx.2я * J sin2 (x/2)
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Формулу (1) получаем, если функцию х\->- l/sin2 (jc/2) разлагать по по-
люсам и учитывать, что Ь п функция 2я-периодическая и четная. Вы-
ражение (2) перепишем в виде

откуда следует (3). Отсюда в свою очередь по преобразованию Абеля
вытекает (4).

Следующие теоремы являются дискретными аналогами теорем 1 и 4
ИЗ [!].

Теорема 1. Пусть

Теперь положим a= B n/an , если Bn/ап^я/ (2/г) и а = я/(2/г), если
Bn/ап^я/ (2/г), что и доказывает теорему.,

Следствие 1. Если при /г=l, ... , /г+l (автоматически
получаем, что 0 /гри k= 0, ...

, /г, поскольку из Ain+i =—следует
0+Х п + .. ++), го

Доказательство. В этом случае а п = Я,0 и \L n {x) | 2К п {х)
при o^л:^2я/(2/г+l). Дальнейшие рассуждения как и в доказатель-
стве теоремы.

Следствие 2. Если при k—\, ...

, /г-fl и при
, п, то в следствии 1 ß n = 2Xn .

2Яо , 2 . 2кл , ■II r-r-i 2TSin- —-+2/г-fl я k 2/z-fl
, 2Ao_ x jBn (2/1+1)/(2лХо) /гры р п <2яХ o/(2/г+1) ;

я 1 I+ln [р п(2/г+l)/(2лЯo )] при B n^2nXo/(2/i+l),

L n (jc) =(1 cos x) ( Xk cos kxj ,

k=i

п+ l п-И
«п= Л l AAfe I, B„=|*«-Äd| + 17 |A2Xft|.

ft=i ft=i

Тогда

\\ K и M, 2 • ,llA n lll<—S 4 Г“ SHl—+2п я,, k 2nh=l

J2an_ / 2/ißn/ (яа п) при Bn/ (2/г) ,

я
* 1 l+ln(2nßn/(jtan )) при (2/г).

Доказательство; Из леммы получаем неравенства

[Ä*l при
h—i

\Ln {x) I nx, \Ln {x) |<ß„ при x^O.

Поэтому имеем
00 dx / я/(2n) a oo \ yYЛМШ -+=( / ■+ /

0 Л 0 я/(2п) а

я|Ло| . ” I I . kn ,2na R n
+ ' + -—-Sin-- ha n In +J—

.

4n k 2/г jtr а
ft=l
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Пусть Тогда для последнего интеграла известна [ ! ] оценка

Так как то по условию теоремы можно положить a= jtßn/(2an ) .

Теорема доказана.
Простейший пример Xh(n) =l (& =O, п) и Хь(п)=o {k^n-fl)

показывает, что теорема 1 точна по порядку, а теорема 2 точна асимп-
тотически, причем при малых п теорема 1 точнее теоремы 2. Численные
оценки также хорошие в нашем случае из теоремы 2 для операторной
нормы частных сумм Фурье следует (ср. [4 ] с. 183)

который обобщает классические средние. Налле Пуссена, [f- ’ B } J
имеем по теореме-Д:

Последнюю оценку (без; определенного численного остатка) г также
можно получить из. результатов других , авторов:);[ 9> 10 ]. П^вщи^ому;

Теорема 2. Пусть Bn/a где число N^n-f 1/2. Тогда

где
с o— Si (я)+lп (3/2):+2/п» 2,894.

Доказательство. По лемме имеем

-i\KJi={f-hJ)\Ln (*)\-r (“> 0).
О а

Учитывая (4), получим

'f, r ,
dx ,7|

. 2k 1 IdxJ I L -W|— l 4M J sm —5 X —'=

О Л h=l о z *

a(h— l/2) Na
1. ~ I f I . Idx Г I sin xl

= J lsmx| n J ,— 1 -dx.
k=i о x о J x

Na
If , . ,dx _2

, Wa,,7! smx <1—In ,-fco.J
O

J 1 1X '•

Jt яL J

Поэтому

ii j/- и 2ctn j ß n|~7Г -I-— 1-fan eo-\- J
-—‘.

£ jt л a

ll.SJ lп(н+.4-) | 2,218 (rt>2):

Для менее тривиального случая ■
1 ■ . m,

U{vm,r)= ]•Ь-( t-l-l ~ ) ’

ПстГ ||<~
4 !п--П'-7^^2,529.Thm m-fl
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новой является оценка нормы средних Ахиезера—Крейна —Фавара (сМ.
определение в j4 ])

Такого типа оценки норм кратных тригонометрических полиномов пред-
полагается рассматривать в дальнейшем.
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