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А. МАРШАК
ЗАМЕЧАНИЕ ОБ АППРОКСИМАЦИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ

ЭКСПОНЕНТ
A. MARSАК. MARKUS INTEGRAALEKSPONENDI APROKSIMATSIOONI KOHTA
A. MARSHAK. A REMARK ON THE APPROXIMATION OF THE INTEGRAL EXPONENTS

(Представил Г. Кузмин)

В данной заметке результаты [ !
] применяются для аппроксимации

интегральных экспонент

при помощи квадратурных формул (КФ)

Через с мы будем обозначать положительные постоянные, принимающие
различные значения для различных целей.

1. Аппроксимация интегральных экспонент

Обозначим черезффр тр подынтегральную функцию в интеграле (1). Из-
вестно, что ее производные по р имеют вид [ 2 ]:

где L hW{x) обобщенный многочлен Лагерра. Функция фх^С00
, аиз

(3) следует, что [ф тр (р) M,=d O=o, k—p —l, p r ...
, однако, начиная с

k =p—l, производные порядка k не ограничены в совокупности, причем

Используя неравенство «элементарной интерполяции»

Имеет место
Лемма 1. При всех функция p fe~p | [ф тк+>(ц)] (ft) | суммируема

от 0 до 1.
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['Ф?(и)] (ft) = ( \)h+p-i(k (— (Vn) .

—1, (3)

EP {x) = f exp (—r/p)pp- 2 dp; p 2,3,... (1)
о

El СО =JZ a J exP (—■г/м-j) fxp2
, p—2, 3, ...

. (2)
j—l

I Ы]№) | o<|л.<l,

I (M')] (ft) | htPxP~ o<jji<l, т>o, —2.

min {r, s} r asl-°, о e [O, I],
которое верно при всех г и получим

I [фр (p)]W|<cft>p p-(ft+2- p)ffT-(ft+2- p)< 1- C7)
. o<р<l, т>o, —2.

(5)
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Доказательство следует из непосредственного интегрирования с уче-
том асимптотических неравенств для обобщенных многочленов Ла-
герра [3 ].

Предположим теперь, что КФ

j— 1,2, ..., п, o<pi<(i2< •.. п= 1,2,
~., jin+i

A) точна для многочленов степени, непревосходящей N,
Б) при некотором fl удовлетворяет условию

2a j l̂ = (^+l +Мч )/2i+o(pi)pp1; /= 1, 2, п, i= 1,2, ..., s,
j=i

B) степень сгущения узлов в направлении к левому концу отрезка инте-
грирования ре [0,1) такова,что

Для таких КФ, используя результаты [+ неравенство (4) и лемму 1,
можно показать, что справедлива

Теорема 1. Пусть КФ (6) удовлетворяет условиям А) и Б). Тогда
для определенных в (1) и (2) функций имеет место оценка
шах \ Ер {х) ЕЕрп

р (т) I

2. Поточечная и интегральная оценки

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для лю-
бого ае( 1/2, I], а+р справедливы оценки

ff{\x)dn& Jgajfiiij), (6)
о j=l

Hi+l . /= 1,2, .... n.

Тsг<3

I Г2р 3=/<W s+l, sl/2<s<N,I+ММЬ i 2p — o<s'<JV,
- . Г2р —4= — s+l; Si^s<N,

’) I lnfAl l’l2p —3=/<iV s+l; Sl /2=s<A,
где Si= 1/(1 —q), параметр q определен в В), а функция

K N {s,t)= li-tl2/{N-sy. (8)

/ Hi \S( 1~<J)

+clf xlxi V(s ,/)-X

eS/2+s2>
.

(^) e (i+iin^i)’ е;й+52,

- ■
„P2+s 2/T0 j S=Sb 9>t/2,

X' 1 ’ Vs<Si, //2-f-S2<o<^/2,
pJ /2Ae

, s>si; //2<o<//2+s2,

, (pi/т) 6 l ln pi l +py2+sVte
." s<si, 0= //2, .

1(pi/т) ollnpi I +p*/2/t9
, Г S >Si, 0= //2+52,

If+U+fV/T , \‘S*<Sl, o>//2,



57

где s 2=s (l q) — 1, 0— (s+o (1 —о), а функция k n определена в (8).
Здесь sи t целые, причем o<.s<.N, — s+l.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1,
но для оценки производных от функции ф т2 вместо неравенства (4) при-
меняется неравенство (5).

Следующая теорема дает нам интегральную оценку.
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, где в условии

Б) s =Si. Тогда, если |ln pi |/ (TV— п-*оо, то справедливо равенство

о
Доказательство. Разбивая отрезок интегрирования на две ча-

сти от 0 до pi и от pi до Ь, и применяя к первому интегралу оценку
(7), а ко второму оценку (9) при s—s\, придем к неравенству (10).

Замечание. При 1 и 1 /2<Ссг<С 1, введем целочислен-
ные множества

L 2 (q, о) = {(s, t ) : Г<o<Д/2+ s2; o<s<min {si, N), — s-\-\).
Тогда в условиях теоремы 1, если (s, t) о) или (s, /)<=

el2 (e,(j), l/2<o<l, g=A=q, справедлива более точная, чем
(10), оценка

где kn определена в (8).
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/ |£2 (т) (l-fxjv(s, t)),
о

ъ
/ |£2 (т) — Е™ (т) I dx— о(pi) , b = const<;oo. (10)

Li(e, d) = {(M) : l'<o<*/2. Si<s<N, — s+l},
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