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Юлле KOTTA
ЧАСТИЧНАЯ ДEКОМПОЗИРУЕМОСТЬ МНОГОМЕРНЫХ СИСТЕМ

(Представил Н. Алумяэ)

При проектировании систем автоматического управления многомер-
ными объектами возникает задача выяснения автономных пар входа—

выхода. Для линейных систем, описываемых уравнениями состояния,
попытка решить эту задачу с помощью безразмерного критерия сделана
в [ l,2 ] ( где получено необходимое (но не достаточное) условие автоном-
ности рассматриваемой пары вход—выход от остальных входов и выхо-
дов системы. В [3 ] метод из [ l)2 ] обобщен для диадических билинейных
систем. В настоящей работе показано, что предложенные в 14-3]l4-3 ] усло-
вия в действительности являются необходимыми и достаточными для час-
тичной (треугольной) автономности данной пары.

1. Линейные системы. Пусть уравнения многомерной линейной сис-
темы заданы в виде

где х<= R n
, и е Rm

, у<= R m
, F, G, Н постоянные матрицы подходя-

щей размерности.
Обозначим через Uj /-й вход, г/ г- г-й выход, üj — {т—1)-мерный

вектор входов без щ, yi ( m—1) -мерный вектор выходов без г/г, gj
j-й столбец матрицы G, /гД г-ю строку матрицы Я, Gj матрицу G
без /-го столбца, Н\ матрицу Я без г-й строки и положим
Mij=l Gj{Hi Gj)~IHi.

Определение 1. Пара вход—выход {yi, иj) называется автоном-
ной от остальной системы тогда и только тогда, когда и j влияет только
на уг, причем üj на уг не влияет.

В [ l>2 ] предложен следующий критерий автономности пары (УиЩ):
если относительная переходная функция (п. ф.) этой пары

при t— 1, 2. .. ,то пара автономная.
При этом функция 'фг/(0. которая вычисляется по формуле (2), опре-

делена следующим образом

где Pa{t) {yi{t) I л: (0) =O, Uj{t) —l, ггДД=o} п.ф. разомкнутой
системы; qij {t) {yi {t) j*(0) =O, Uj{t) =l, yi{t)— 0} п.ф. частично
замкнутой подсистемы.

Приведем примеры, в которых = 1, t— 1,2,... (это можно про-
верить, вычисляя по формуле (2)), однако пара (г/i, иj ) не явля-
ется автономной.
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=Fx{t)-\-Gu{t), (1)
y\t) =Hx{t),

Vii (0 = JS WFb-’gj/JShr (MijF) 1 (2)
h= 1 A=l

<P ij(o=Pij(/)/<7ij(o.
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Для выделения пары (г/г, иj) перепишем (1) в виде

Очевидно, что в примерах 1 и 2 скалярный вход щ (/) влияет не
только на скалярный выход но и на выход yi{t), т. е. пара {уи иj)
не является автономной. Причиной равенства
тельство, что на выход г/г (0 влияет только вход tij(t). Следовательно,
не имеет никакого значения равно ли üj{t) нулю или определен с по-
мощью такой обратной связи, которая обеспечивает yi{t)= 0 п. ф.
пары (г/i, Uj) остается неизменным.

В примерах 3 и 4 на скалярный выход г/г (0 влияет кроме скалярного
входа Uj{t) и вход üj{t), т. е. пара (г/i, гг/) не является автономной. При-
чиной равенства <р г /(0 = 1 является обстоятельство, что на выход г/г (О
влияет только вход üj{t). Следовательно, üj{t), который обеспечивает
Уг{l) 0 (при х(0)=0), равно тождественно нулю. Следовательно, п. ф.
разомкнутой и частично замкнутой системы совпадают.

Эти контрапримеры показывают, что условие (2) не является доста-
точным для автономности пары. Однако выясняется, что оно необходимо
и достаточно для частичной (треугольной) автономности данной пары.

Определение 2. Пара вход—выход (г/г, гг/) называется частично
(треугольно) автономной от остальной системы тогда и только тогда,.

1 г gji Gjiir^co]
J L gß J’

ГUi(О 1
=

Г hii hT
i2 1Г Xl {t) 1

lyi{t]l J ~lHn TliJlxit) i
Пример 1.

1
=

ГЛ 0 , \gn О IГМOI П ч

U(/+l) j \-F3 Fjlx{t) j "*■ Lg j 2 G j2 jL üj (t) j ’ * '

ГUi (0. 1Г hil 0 Ifli (t) I
li/i(OJ LНц Hi2 \lx{t) J

Пример 2.
Г 1 ГЛ F2 ]Txi{t) 1 {gji Gjiir Uj{t) I
U(/+l) -I LO Fjlx{t) J Lg j 2 оJ L й,- (/) j ’ 1 ’

ГUi(OI __ Г о Ä2iir*i(ol
L yi{t) j LHа Hi2 llx{t)i'

Пример 3.
r JCi(/+l) 1= ГЛ F2 I Г ху (/) 1 , [gji öjilF Uj{t) I
U(/+l) j L 0 Fjlx{t) J L 0 Gjillüjit)!*

|XOI \hl; ASlpi(ol
lyi{t) J L 0 H i2 \lx{t) J'

Пример 4.

pi(H-l)] [Л OIГ xi (žf) 1 Г 0 Gji 1Г Uj {t) I
U(f+l) J IF3 F, JU(O J ' L gj 2 G j2 Jlüj(i) J ’ 1 }

\yi{t)]\hu hl]\Xi{t)]
Iyi{t) j LНиO JL š(f) J
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когда либо вход üj Влияет только йа выход i/i (случай а), либо вход üj
влияет только на выход */* (случай б).

Отметим, что примеры 1 и 2 соответствуют случаю а), а примеры 3
и 4 случаю б). Также очевидно, что примеры 1 и 2 охватывают случай
а), а примеры 3 и 4 случай б). Следовательно, условие <Pij(o =l> t~
= 1,2,... необходимо для частичной автономности.

Покажем теперь, что оно является и достаточным для частичной
(треугольной) автономности данной пары, т. е. предположим, что
<Pij(o =l» i=\, 2, ... и покажем, что это приводит к системам данных
в примерах I—4.1 —4.

Условие (2) эквивалентно следующему условию

При *=l из (7) получим 5 PR —O, где

Отсюда следует, что либо *S, либо R, либо 5 и R оба равны нулю.
5 равен нулю тогда и только тогда, когда выполнено либо условие (8),
либо условие (9) (заметим, что Оц и Gj2 не могут быть одновременно
равными нулю, так как тогда матрица FfiiGji-\-H i2 Gj 2 необратима):

Rii равен нулю тогда и только тогда, когда выполнено либо условие (10),
либо условие (11):

При выполнении условий (8) и (И), ((9) и (10)) из (12) получим
дополнительно F 2 —o {F3=0). При *= 3,4, ... из (7) дополнительных
условий больше не получим.

Следовательно, мы показали *, что условие (7) выполнено тогда и
только тогда, когда выполнено одно из следующих условий

Уравнивание Sh* нулю приводит к частным случаям условий (13) —(16).

Gji=o, h‘a =o, (8)

G)2 =o, /if, =0. (9)

hT .Fh-%=hT *=1,2,.... (7)

gß=o, Нп=o, (10)
gji=o, Яг-2 =o. (11)

При *= 2 из (7) получим
BР[Нц {Figц-\- Fzgjz) "Т~Яг2 {Fsgj i'- }- F, 4 gp) ]

- [hu(FlGll+ftGß }+hl(F3 Gn +FlGi2)]Pß+ (12)
+ SP[Hil (FiGn +F2 Gj2)+Ha (F 3Gjl+FiGj2)]PR=0.

S=hiiGji -\rhi2Gj2,
P= [HHG ji—j—//izG j2) —1

>

/= 2=o, 0,4=0; hl=o, (13)

F3= o, Gji=o, hu=o, (14)
F3—O, gj2“o, Нц=0, (15)

f 2=o, g„=о,- Я(2 =o. (16)
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Эти условия как раз соответствуют системам, данным в примерах I—4;1 —4;
достаточность доказана.

Сформулируем теорему.
Теорема 1. Пара (г/г, Uj) линейной системы (1) является частично
(треугольно) автономной от остальной системы тогда и только тогда,
когда относительная переходная функция этой пары icpij(o == 1 ПР И t=
= 1,2, ... .

2. Диадические билинейные системы. Пусть уравнения билинейной
системы заданы в виде

где x<=Rn
, u=[ui...um] <= R m

, у e R m
,

F, G, H, Nh /=l, ..., m
постоянные матрицы. Билинейные системы (17), которые удовлетворяют
условию

называются диадическими билинейными.
В [ 3 ] предложен следующий критерий автономности пары (г/j, иj) :

если относительная переходная функция этой пары

и относительная переходная функция (определенная равенством
(2)) линейной части (1) этой системы равна единице при t= 1, 2, . . . ,
то пара автономная.

Приведем примеры, в которых <pij(£)-=l, фгИО —l. t~\, 2, .. . ,
однако пара (г/ц иj) не является автономной.
Пример 5.

т
+ JS'NjxWuiW+Guit), (17)

j=i

ранг [ATjg-j] = 1, /= 1, (18)

'PiA 4 = 2h^F+Ni)^ej/2h'l[Mii(F+Ni)Y-mijgj=\ (19)
h= l h= l

ГМ*+l)l ГЛ °1Г*(01 . Г*л о IГМOI.U(/+l) J lF3 Fjlx{t) i- L gj 2 GjailäHO-l J

h^j

Гyi (*) 1= Г tin о 1Г Xl (t) 1
L Hiit) i l.Ни Hi2 4x{t) j'

Пример 6,

ГЛ(ЖП ГЛ F*lfxi(/)1 , Гг„ Gjiir«i(o l ,lо J о

h-/-j z:

Гг/ИOl Г 0 МГМО!
iHn Яв Л*(/) i
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Как и в случае линейных систем первые два примера (5 и 6) отве-
чают случаю а) (и охватывают его), а последние два примера (7 и 8)
отвечают случаю б) (и охватывают его).

Покажем теперь, что условие (2), (19) является достаточным для
частичной (треугольной) автономности данной пары, т. е. предположим,
что ==<p ij 1, t= 1,2, ... и покажем, что это приводит к систе-
мам данных в примерах s—B.

Как мы уже показали в случае линейных систем, условие (2) вы-
полнено тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий (13)
(16).

Условие (19) эквивалентно следующему условию

При k=\ дополнительных условий не получим. Так как Nj gjdjT ,

где dj /г-мерный вектор, то при k— 2 из (24) получим

При выполнении условия (13) получим дополнительно dj2T=o, при вы-
полнении условия (14) dj\ T—O, а при выполнении условий (15) и
(16) дополнительных условий больше не получим. При из (24)
дополнительных условий больше не получим.

Следовательно, мы показали, что условия (2), (19) выполнены тогда
и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий;

Эти условия как раз соответствуют системам данных в примерах s—B,

Пример?.

ГЛ , Г ft. О, .IГ «,(<)! ,
I х (^+l) J LO F± JL x {t) J 1 Lö J J

:+[õ S f][ - tl! ] Mt), (22)

Г yi{t\ 1 Г hn hi2 IГ Xi(t) 1
lfr(0 j lo Jl*(0. j'“

Пример 8.

p*(W)i гл 0 1 Г 0 <ЧИ(*)Ь
l *(<+!). J FjLx(t) GB Uüj(t)l~l~

(23)
k¥=j

Fi/i W 1 Гhn ASir*.(ol

l, 2 (24)

—SPR djgj h T
i
gjdJGjPR+SPRdjG jPR= 0.

f2=o, Gn= o, A,2=o, .(25)
Fs=o, Gß—o, hu= o, dft—O, (26)
Fs =o, g№ =o,Я,,=O, (27)
f 2=o. gjl =O. Hi2= o. (28)
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так как Сд = 0 влечет за собой N\k =O, N2 h = 0 и Gj2=o влечет за собой
Мф—O, =0. Достаточность доказана.

Сформулируем теорему.
Теорема 2. Пара (уиЩ) диадической билинейной системы (17),

(18 ) является частично (треугольно) автономной от остальной системы
тогда и только тогда, когда относительная переходная функция этой
пары фгДO = 1 ПР И *=l, 2, ... и относительная переходная функция
пары (г/г, иj) линейной части этой системы <pu{t) = \ П Р И 2, ... .
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Ülle KOTTA
MITMEMÖÖTMELISTE SÜSTEEMIDE OSALINE DEKOMPONEERITAVUS

Töödes [’~ 3 ] on esitatud tarvilik (aga mitte piisav) tingimus mingi sisend —väljund-
päari autonoomsuseks ülejäänud süsteemist lineaarsete ja diaadiliste bilineaarsete mude-
lite korral. Näidatakse, et nimetatud tingimused on tegelikult tarvilikud ja piisavad
antud pa§ri osaliseks (kolmnurkseks) autonoomsuseks.

Ülle KOTTA

PARTIAL DECOMPOSABILITY OF MULTIVARIABLE SYSTEMS

In [ l-3 ] for linear and dyadic bilinear systems the necessary (but not sufficient)
condition is presented for autonomity of some input-output pair from the rest of the
system. It is shown in this paper that the condition is in fact necessary and sufficient
for partial (triangular) autonomity of this input-output pair.
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