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A. KOKK
ОПИСАНИЕ ГОМОМОРФИЗМОВ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ

МОДУЛЬ-АЛГЕБР

( Представил А. Хумал)

Пусть К поле С или Rи А топологическая К-алгебра, т. е. ли-
нейное топологическое пространство над К, в котором определено умно-
жение элементов, относительно которого оно является ассоциативной
алгеброй, и в топологии которого рассматриваемое умножение элемен-
тов (как билинейное отображение АуА в А) раздельно непрерывно.
В частном случае, когда умножение элементов алгебры А непрерывно в
совокупности, А называется топологической К-алгеброй с непрерывным
умножением.

Пусть теперь топология алгебры А отделима. Тогда она имеет
пополнение Ä (см. напр., [Ц, с. 131), являющееся отделимым линейным
топологическим пространством, но не обязательно алгеброй (см. [2 ],

с. 21). В случае, когда А является отделимой топологической К-алгеб-
рой с непрерывным умножением, то умножение элементов алгебры А
непрерывно продолжаемо на ЛХЛ (см. [ 3 ], с. 100). Поэтому в таком
случае и пополнение А алгебры А является отделимой топологической
К-алгеброй с непрерывным умножением. При этом алгебра А является
топологически изоморфной всюду плотной подалгебре алгебры Ä.

Топологическая К-алгебра В называется топологической модуль-
алгеброй относительно алгебры А или, коротко, топологической (Л, К)-
алгеброй, если

1) А есть топологическая К-алгебра,
2) В есть А-бимодуль,
3) модульные умножения алгебры В (т. е. отображения {a,

и {b,a)-+ba произведений Аув в В и ВуА в В соответственно) раз-
дельно непрерывны
и

4) a{bib2 ) = {ab{)b 2 , (b lb 2 )a=bi{b2a) и bv{ab 2) {bia)b 2 для всех
b u b и ae Л.
При этом, если алгебра Л имеет единицу (здесь и всюду в дальнейшем
через еА обозначается единица алгебры Л), то eAb =b = beA для всех
öeß, а если алгебра В имеет единицу, то аев = ева для всех аеЛ.
Топологическая (Л, К)-алгебра В называется топологической (Л, К)-
алгеброй с непрерывным умножением, если она является топологической
К-алгеброй с непрерывным умножением.

Целью данной статьи является описание гомоморфизмов топологи-
ческой (Л, К)-алгебры в топологическую К-алгебру. Для этого, пусть Л

топологическая К-алгебра с единицей, С и D топологические
К-алгебры, horn (Л, D) множество всех нетривиальных непрерывных
К-гомоморфизмов Л в D, наделенное слабой тойологией, horn Л=

=hom (Л, К) и HADC horn (Л, C)yhmv{D, С,);- Пусть далее N n =
={l, 2, ... , /г} для каждого nsN,:

.'% —-‘ элемент алгебры
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А, В топологическая (Л, К)-алгебра с единицей, Z подалгебра ал-
гебры В такая, что AZ Л-подмодуль алгебры В, порожденный
алгеброй Z и (п JtJ a k z k \пl= Я (a h ) Q (Zft)k=i J h= l

для всех (A, q) gHAZC , /tgN, BfeGAHzfe GZcAG Nn .

В случае, когда отображение AGhom {AZ, С) имеет продолжение на
замыкание cl в AZ подмножества AZ в топологии алгебры В, то это про-
должение будем обозначать через Л. Кроме того, через S AZC будем обо-
значать подмножество тех пар (A, q) еЯА2С, .для которых выполнены
условия

(а) если me N, gА и g Z для каждого AeN m суть такие,
что öiZi+a2z2-f ... +ФА=©а2, то

и
(б) отображение Л[А, q] непрерывно на AZ.
Основные результаты данной статьи следующие.
Теорема 1. Пусть А топологическая К-алгебра с единицей,

С топологическая К-алгебра с непрерывным умножением, В топо-
логическая (А, К )-алгебра с единицей и Z подалгебра алгебры В та-
кая, что e Если

(а) az—za при всех йеЛ и zgZ
и

(б) множество horn {AZ, С) непусто,
то каждый гомоморфизм AGhom(AZ, С) определяет элемент (A, q)g
gSazc такой, что Л=А[;А, q] и отображение ф, определяемое равенст-
вом ф(А, q) =А[А, q] для всех (A, q) eSAZC, является гомеоморфизмом
пространств S A zc a horn {AZ, С).

Теорема 2. В предположениях теоремы 1 пусть алгебра С полна
и отделима, умножение в алгебре В непрерывно и пусть выполнено
условие

(в) подмодуль AZ алгебры В всюду плотен в В.
Тогда каждый гомоморфизм ЛеЬот(Б, С) определяет элемент (A, q)g
gSazc такой, что Л=Л[А, q], и отображение Ф, определяемое равенст-
вом Ф(А, q) =A[A,q] при всех (А, g) gsazc , является биекцией S AZc на
hom (ß, С), обратное отображение которой непрерывно на hom(ß, С).

В частном случае, когда выполнено и условие
(г) пространство hom {AZ, С) локально равностепенно непрерывно,

то Ф является гомеоморфизмом пространств S AZc и hom(Б, С).
Теорема 3. Пусть А топологическая К-алгебра с единицей,

С полная отделимая топологическая К-алгебра с непрерывным умно-
жением, В отделимая топологическая (А, К )-алгебра с единицей и с
непрерывным умножением, a Z такая подалгебра алгебры В, что
eB eZ. Если выполнены условия (а), (б), (в) и (г), то пространства
S Azc a horn {В, С) гомеоморфны.

1. Доказательство теоремы 1. Ясно, что подмодуль AZ образует (по
условию (а)) подалгебру алгебры В. Пусть Aehom {AZ, С). Положим
о =AIZ (т. е. о является сужением отображения Л на Z) и

1 л

m

S X{üh) Q {Zk) =OC,
fe=l

(ß) А(а)р(.г) =q(z) A(a) при всех ögA и eeZ,
(y) h{eA )=Q {eß )

IП \ П

Л[А;р] ( 2 akZh") = k )Q{zh )
' ft=l * h= l
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АЛ (а)=А(аев ) для каждого ögA. Поскольку гомоморфизм Л не-
тривиален на AZ, то и отображения и нетривиальны на А и Z
соответственно, ибо Ад {еА ) р (£ В )= Л(ев). Нетрудно заметить, что
отображения и р непрерывны, линейны и мультипликативны на
А и Z соответственно. Кроме того, пара (А Л7Р Л

) удовлетворяет усло-
виям (ß) и (у) (по условию (а)). Так как

при всех fieN, и ZjeZ сi g N n, то Л=Л[А^,рЛ
] и выпол-

нены условия (а) и (б). Значит, (А , р Л
) G SAze .

Пусть Теперь (A, р) g SAZC . Поскольку pehom(Z, С), то
ф@с. Поэтому Л[А, р] (ев ) =зс А(ел ) I д(ев ) ффс (по условию (у)). Сле-
довательно, отображение Л[А, р] нетривиально на AZ. Кроме того, ото-
бражение Л[А, р] линейно, непрерывно (по условию (б)) и мультипли-
кативно (по условию (ß)) на AZ. Таким образом, А[А, р]<=Ьош(Л2, С).

Пусть далее (Ai; pi), (А2) р 2 ) g S AZC и (А ь pi) ф (Аг, р 2). Тогда спра-
ведливо либо Л [Ai, pi] {а 0ев) =Ai(ao) 2 (ао) =Л[Аг, р2 ] (аo ев ), либо
Л[Ai, pi] (г0 ) =pi(z0) =Хр 2 (гo) =Л[А2, р2 ] (z 0) для некоторых а и
zO eZ (по условию (у)). Поэтому A[Ai, pi] 2, р 2 ]. Следовательно,
Ф (определяемое равенством <р(,А, р) =Л[А, р] при всех (A, p)g*Sazc)
отображает множество S AZC взаимно однозначно на hom(AZ, С).

Покажем теперь непрерывность отображения ф. Для этого, пусть
(Ао, ро) gSazc и ОO (Ло) любая окрестность элемента Ла=ф(Аo, ро)
в топологии пространства horn {AZ, С). Тогда существуют число reN и
для каждого fteNr число элементы ak.1, cik, 2, ,ak и
Zh,\, Zh,2, • • • , и окрестность нуля Uh алгебры С такие, что

ГДе dh= ak^Zk,iA~ ah,2Zh,2 Jr ■ • •H~ ahfrn(k)Zh,mik)- ПуСТЬ Xk,i =AQ{dh,iZh ti) и
yh=Ao{d k ) для всех kе Nr иi g N m( ft). Тогда в алгебре С найдутся
окрестности Th,i элементов Xk,i такие, что ТТд +ТХг-К ••

• +7Т,т(Ь)С:#ь+
-\-Uh при всех &eNr . В силу непрерывности умножения в алгебре С
найдутся, в свою очередь, окрестности Sh,i элементов А o (а/г,г) и окрест-
ности Rk,i элементов po(zft)i) такие, что при всех feeNr и

Пусть теперь Shii=Xo{akti ) + и Rk,i=Qo{z h,i),+ wh,u где Vh,i и
Wk ,i окрестности нуля алгебры С для всех AGN r и itGN m( fe). Кроме
того, пусть

Тогда из (А,р) <= 03= (OiXO2 ) П Sazc следует, что X{ah,i)^Skii и
Q{zht i) (= Rkii . Поэтому l{ak ,i)Q{Zh,i) е Ткл при всех (^е)еo 3 , feeNr
и Таким образом, элемент Сь=ф(А, q) ( dk ) принадлежит окрест-
ности t)h-\-Uh, а элемент (ф(А, q) —Л0 ){dk )=ck —уь окрестности Uh
для всех &е!М г . Значит, ф(.А, р)еО0 (Л0 ) при всех (A, q)g03 . Поскольку
03 является окрестностью точки (Ao, qo) в топологии, индуцированной на
Sazc пространством HAZC , то биекция icp непрерывна в любой точке
( Ao, Qo)

л(Jj akZk) = 2J^a Ыqa (zä).
'

k=l h= l

n {Ae horn (AZ, С) :(Л A 0) (dh ) е Uk ) sОO (Л 0) ,

h=l

г m(k)
Oi = п П{A e hom(A, С) :(А А0 ) [a h,i) е Vk ,i)

k=* 1 i=l
И

г m(h)п2 = п П{p e hom (Z, C) ;(p p 0 ) ( zh>i ) e Wh<i)
h== 1 i= 1
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Покажем теперь и непрерывность отображения ф-1
. Для этого пусть

Alphorn (AZ, С) и О любая окрестность элемента (Аь ßi) =ф-1 (Ai)
в топологии пространства S A zc ■ Тогда в алгебре С существуют окрест-
ности нуля V\, V2> •• • , Уп, Wi, W2, ... ,Wm и элементы аи а2, ..., а
иzu z 2, ... , zm GZ такие, что (0 4Х05 ) П SAZC czO, где

Тогда Oi (Ai) =OeП 07 является окрестностью элемента Ai в топологии
пространства hom(AZ, С). Пусть теперь Тогда, по изложен-
ному выше, Л=А[Д q] для некоторого элемента (X, q) <=SAZC . Так как
(X— /и) (ah ) = (A—Ai) (aheß )(=Vk для всех и (q—qi)(z v ) =

= (A—Ai) (2^)glFv для всех veNm, то ф -1 (A) =(X, q) gO. Итак, ото-
бражение ф-1 непрерывно в любой точке Alphorn (AZ, С). Следователь-
но, отображение ф является гомеоморфизмом пространств SAZC и
hom (AZ, С).

2. Для доказательства теоремы 2 нам понадобится
Предложение* 1. Пусть D топологическая К-алгебра с не-

прерывным умножением, Е всюду плотная подалгебра алгебры D и
Н полная отделимая топологическая К-алгебра с непрерывным умно-
жением такие, что множество hom(E,H) непусто. Тогда каждый гомо-
морфизм (Е, Н) продолжим до гомоморфизма coehom (D, Н) и
отображение р, определяемое равенством р(р)=р|£ для всех ре
ehom(D, Я), является непрерывным и взаимно однозначным отображе-
нием пространства horn (D,H) на hom(Е,Н). В частном случае, когда
пространство hom (Е,Н) локально равностепенно непрерывно, р явля-
ется гомеоморфизмом пространств hom(Z), Я) и hom (Я, Я).

Доказательство. Пусть р любой элемент пространства
hom(D, Я). Поскольку Е есть всюду плотная подалгебра алгебры D, то
p|£ehom(A, Я). Чтобы показать сюръективность отображения р, возь-
мем любой элемент соейот(Я, Я). Тогда существует нетривиальное не-
прерывное линейное отображение to : D-+H такое, что со‘=со|Я (см. [ ! ],

с. 129). Оказывается, что отображение со является и мультипликативным
на D. Действительно, пусть du d и О любая окрестность нуля ал-
гебры Я. Поскольку умножение в алгебре Я непрерывно, то в ней су-
ществует закругленная окрестность нуля Oi такая, что Oi 2+Ojco (di) +

+■(o (di) Oj-fOidO. В силу равномерной непрерывности отображения со,
в алгебре D существует окрестность нуля U такая, что при d—gTgO

справедливо со (Я) .со (Я’) gOi, Теперь окрестность нуля U определяет
(в силу непрерывности умножения в D) закругленную окрестность нуля
U 1 алгебры D такую, что U { czU и UA+ü x diA-dx U\CzU , а окрестность
нуля U l, в свою очередь, определяет (ввиду всюду плотности подалгебры

Аналогичный результат в частном случае сформулирован в [ 4] с. 346.

04 = П {А, е hom (А, С) :(Я— АД (a h ) е Vh}
k=i

и
m

05 = П {q е hom (Z, С) :(q Qi) (z v ) е Wy) .
7=l

Пусть далее

06 = П {Ле hom (AZ, С) ;(Л Ai) (a h eß) е Vk }
h=l

И
m

От— П (A<=hom (AZ, С) : (Л — Ai)(zv) е Wy}.
v=l
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E в D) элементы e\, e2e£ такие, что и e2—d Поскольку

то d\d2~~e\e Поэтому по равенству

справедливо со {di)<a (d2 ) — со (ЯIЯ2) еО. В силу отделимости алгебры Я
отсюда вытекает равенство со (Я± )со (Я2 ) =со (ЯIЯ2) - Итак, со d horn (Я, Я).

Так как алгебра Я отделима и подалгебра Е всюду плотна в D, то
qi(£^=.q2 |£' для двух различных гомоморфизмов qi, Qgdhom (Я, Я). По-
этому jr является взаимно однозначным отображением пространства
horn (Я, Я) на horn (Я, Я).

Пусть теперь q 0 d horn (Я, Я) и О(соо) любая окрестность эле-
мента coio=Qol£ в топологии пространства horn (Я, Я). Нетрудно заме-
тить, что множество р-1 (0(соо)) =(q d horn (Я,Я) : р|Яе О(соо)} явля-
ется окрестностью гомоморфизма q 0 в топологии пространства
horn (Я, Я). Значит, отображение р непрерывно в любой точке Q o d
ейош(Я, Я).

Остается показать непрерывность отображения р-1 на horn (Я, Я),
при условии, что пространство horn (Я, Я) локально равностепенно не-
прерывно. Для этого пусть ссиеЬопДЯ, Я) и Я) такой гомо-
морфизм, что Qi (Я= toi. Пусть далее O(pi) любая окрестность гомо-
морфизма qi в топологии пространства horn (Я, Я). Тогда существуют
окрестности нуля Vi, V 2, ..

. , Vm алгебры Я и элементы d\, d2, .. ~
d

такие, что

Теперь окрестности Vi, V2, ... , Vm определяют открытые окрестности
нуля Ui, U2, ... , ит алгебры Н такие, что Uk^—Uh aVk для всех m .
Так как пространство horn (Я, Я) локально равностепенно непрерывно,
то в horn (Я, Я) существует равностепенно непрерывная окрестность
o\q (со 1 ) элемента coi.

Далее покажем, что множество /С=р-1 (O0 (coi) ) является равносте-
пенно непрерывным в пространстве horn {D, Я). Пусть Wo любая ок-
рестность нуля алгебры Я. Тогда найдутся замкнутая окрестность нуля
IVidlVo и открытая окрестность нуля Т в топологии подалгебры Я
такие, что fö(7)dlVi при всех ®eO0 (-(öi) . Пусть T=Sf\E, где 5 от-
крытая окрестность нуля алгебры D, и О (do) любая окрестность эле-
мента в алгебре D. Тогда О(с/O )ПS является также окрестностью
элемента d 0 в топологии алгебры D и О (do) ПТ— (О (d 0) ПS)П Е. По-
скольку подалгебра Е всюду плотна в D, то 0(с/о)П Т непусто. Следова-
тельно, элемент d 0 принадлежит cID T. Таким образом, справедливо
vScicld Т, в силу чего cld Т является окрестностью нуля алгебры D.

Пусть теперь q любой элемент в К. Тогда, ввиду непрерывности
гомоморфизма q и включения TczE имеем q (c\ D Т) с\н (q (Т)) =

= с\ н (о I Е (Т) ) dWi d Wq. Значит, К является равностепенно непре-
рывным в точке 0/>. Следовательно. К есть равностепенно непре-
рывное подмножество в horn {D, Я). Поэтому в алгебре D существуют
окрестности О {du) элементов dk такие, что g(g)— g(dh )d Uu при всех
q(=žK и g^O(dh ) с teNm , В силу этого для каждого k<=Nm существуют
mk <=o{d h)f\E такие, что ui{mh )-~Qi(dh ) =Qi{mk ) —Qi(dh ) Uh .

d\dz ' — £i(?2= ( ei *— di) (d 2 - @2) "V {di т~г &i) di~\~di ( &2 )»

■со (di)® (4) —to {didz) = (to (ei) —со (di)) (to ( d2 ) —to (e 2)) +

4- (to {di) —to (ei)) со (d2 ) +co (di) (со (d 2)—со (e 2)) (со (did2) —со (<?i<? 2 ))

ш

n {q e hom [D; H) : (q öl ) (dh ) (.pt) .
k—i
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Следовательно, Ph = Uh-\~Qi (dh) — со± (m h ) является окрестностью
нуля алгебры Я при всех &^Nm . Пусть далее

и O2 (coi) = O0 (t0i) flCMcoi). Тогда O2 (coi) есть окрестность гомомор-
физма coi в топологии пространства hom(£, Н). Теперь со = |.l~ 1((о)е К
при со е O2 (t0i) и

для всех Следовательно, р, -1 является непрерывным отображе-
нием в любой точке coi^hom (£, Я).

Доказательство теоремы 2. Пусть Aehom(ß, С). Тогда
A| AZehorn (AZ, С) в силу условия (В).Поэтому по теореме 1 сущест-
вует элемент (Ä,, q)&SAZ c такой, что A|AZ=A[X, р]. По предложению 1
гомоморфизм А[А, р] продолжим до гомоморфизма A[Z, p]ehom(ß, С).
Поскольку алгебра С отделима, то A=A[Z, р]. Итак, гомоморфизм А
определяет элемент (X, q)&Sazc такой, что A=A[Z, р].

Пусть далее ср отображение, определенное в теореме 1, а р, ото-
бражение horn (В, С) на hom(AZ, С), определяемое равенством ц(А)
=A|AZ при всех Aehom (В, С). Так как ср есть гомеоморфизм прост-
ранств S A zc и hom(AZ, С), ар, непрерывная биекция horn (В, С) на
hom(AZ, С) (по предложению 1), то отображение Ф ц~ Iо ср является
биекцией Sazc на Ьош(Д, С), обратное отображение которой непрерывно
на hom(ß, С). Если при этом выполнено и условие (г), то р, есть гомео-
морфизм пространств horn (В, С) и hom(AZ, С). Поэтому в таком слу-
чае отображение Ф является гомеоморфизмом пространств S A zc и
hom(ß, С). Теорема 2 доказана.

Вдобавок к вышеупомянутым условиям (а) и (б) при С=К пусть
выполнено условие

(д) для каждого Q<=hom Z существует непрерывный Л-гомоморфизм
Фр алгебры В на Л такой, что Фр (г) =е Ад(г) для всех zgZ. Тогда при
всех (X.e)e// AZK ,

»eN, ai еЛиZiеZ с i G N„ справедливо

Поэтому в данном случае 5 4ZK
= ЯЛ2К

.- Учитывая это, из теоремы 2
вытекает

Следствие 1. (ср. [ s ], с. 2). Пусть А отделимая топологичес-
кая К-алгебра с единицей, В топологическая (А, К)-алгебра с еди-
ницей ** и Z подалгебра алгебры В такая, что e Если выполнены
условия (а), (б) {при С—К), (в) и (д), то каждый Aehom В опреде-
ляет dehorn Л и pehorn Z такие, что А=А,°ФР и отображает
Нот В взаимно однозначно на Н А7К

~

Доказательство теоремы 3. Пусть f топологический изомор-
физм, полученный при пополнении алгебры В. Тогда отображение /*, оп-
ределяемое равенством f* (со) —со °f при всех coehom (/(ß), С), является

** Так как по условию (д) каждый гомоморфизм A[X, q] е homAZ продолжим до
гомоморфизма Л[У q] ==ЛоФр , то непрерывности умножения в алгебре В не требу-
ется.

m
0 1 ('(Oi) = П (®e hom ( Е, Н ) : (oo coi) {mh ) е Pk}

h=l

(со — pi) {dh (w (dh )— to (m h )) +(со (mh )— tf»i(mft)H-
--f-'COi (m h ) —qi ( dh ) e Uh-\-Ph-\-®i (m h ) —qi(d h) =Uh Uh cn Vh

jij^(flft)e(2ft )=я{ = { S ahZk).
fe=i ft=i fe=i



7

гомеоморфизмом пространств horn (/(Л), С) и hom (В, С). Нетрудно за-
метить, что из локально равностепенной непрерывности пространства
hom(i4Z, С) вытекает локально равностепенная непрерывность простран-
ства hom(ß, С) (см. доказательство предложения 1). Поэтому и прост-
ранство hom(f(ß),C) является локально равностепенно непрерывным.

Пусть теперь icp гомеоморфизм SAZC на hom(/IZ, С), определен-
ный в теореме 1, а (ii ; horn {В, C)->hom {AZ, С) и рг : hom {В, С)-+
-йют (f{B),C) гомеоморфизмы, определяемые равенствами pi(q) =

= q\AZ при всех Q<=hom(ß, С) и рг(Л) = Л| f{B) при всех Aehom(ß, С).
Тогда отображение 4Fi=p2~ l ° 0 pi -1 о,ф является гомеоморфизмом
пространств S A zc и hom (В , С).
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A. KOKK.
TOPOLOOGILISTE MOODULALGEBRATE HOMOMORFISMIDE KIRJELDUS
On antud ühikuga topoloogilise moodulalgebra kõigi mittetriviaalsete pidevate homo-

morfismide kirjeldus.

A. KOKK
THE REPRESENTATION OF HOMOMORPHISMS OF TOPOLOGICAL

MODULE-ALGEBRAS
Let К be the field of real or complex numbers; let A be a topological K-algebra

with the unit e A , and let Cbe a topological K-algebra with a jointly continuous multi-
plication. Let В be a topological (Л, K)-algebra with the unit e B (that is a topological
K-algebra with a unit which at the same time is a Л-bimodule with separately conti-
nuous module multiplications and in which the conditions 'a(b\b2) {ab\)b2, ( b[b2)a —

=bi{b 2a), bi (ab 2) = {b xa)b 2, e Ab =b =be A and ае в ева hold for each аЕЛ and
b u b B), let Z be a subalgebra of В with the unit e B and hom (B,C) be the set of
all non-zero continuous K-homomorphisms of В into C, endowed with the topology of
simple convergence in B.

If the conditions
(a) az=za for e'ach оеЛ and z e Z,
and
(b) the A-submodule AZ of B, generated by Z, is dense in В
are satisfied then the spaces hom (AZ, C), hom(ß, C) and hom {В, C) (where В stands
for the completion of B) are characterized.
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